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Chapitre 1

Introduction

D’apres le philosophe David Lewis (1969), un événement est de connaissance commune
(common knowledge) entre deux individus si les deux individus ont connaissance de cet
événement et si par ailleurs les deux savent que l'autre le sait, et les deux savent que
lautre sait qu’ils le savent tous les deux, et ainsi de suite jusqu’a l'infini.

Robert Aumann (1976) s’est servi du langage des ensembles pour fournir un modele mathé-
matique de ce qu’'un individu sait qui permet de donner une définition de la connaissance
commune qui ne repose pas sur un tel recours infini.

Plus précisément Aumann s’est servi du concept d’une partition de ’ensemble de tous les
états du monde possibles Q2 pour décrire I'information sur le vrai état du monde (1’état
du monde réalisé) que possede un individu. Selon le modele d’Aumann, a 1’état du monde
réalisé w* € €2, un individu caractérisé par la partition d’information & va seulement savoir
que I'un des états du monde appartenant a la méme cellule de la partition que w* s’est
réalisé. Par exemple, si I'ensemble de tous les états du monde possibles est

Q={a,b,c,d}
et la partition d’information d’un individu est donnée par

P = {{CL, b}v {Ca d}},

alors :
— si a se réalise, 'individu va seulement savoir que a ou b s’est réalisé,
— si b se réalise, 'individu va seulement savoir que a ou b s’est réalisé,
— si ¢ se réalise, 'individu va seulement savoir que ¢ ou d s’est réalisé,
— si d se réalise, I'individu va seulement savoir que ¢ ou d s’est réalisé.

Cela ne veut cependant pas dire que 'individu en question n’aurait pas connaissance de
certains faits concernant I’état du monde, de certains événements, comme disent les pro-
babilistes. Bien évidemment, si la cellule de la partition a laquelle appartient le vrai état
du monde est incluse dans un événement A C €2, alors l'individu saura que ’événement



6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

A s’est réalisé. Dans 'exemple ci-dessus, si a se réalise, I'individu saura, entre autres, que
I'événement A = {a,b,c} s’est réalisé, puisque {a,b} C {a,b,c}. Pour en donner une illus-
tration plus concrete, imaginons que 1’ensemble fondamental Q@ = {a, b, ¢, d} correspond &
des accents différents : a un accent new-yorkais, b un accent bostonien, ¢ un accent du sud
des Etats-Unis, d un accent britannique. Certainement, si un individu entend un accent
dont elle sait seulement qu’il s’agit d’'un accent new-yorkais ou bostonien (mais ne peut
pas distinguer entre les deux), elle saura toutefois qu'il s’agit d’un accent américain (et non
d’un accent britannique).

Etant donné une loi de probabilité a prior: sur €2 et 'information apportée par sa partition
d’information, un individu — pourvu qu’il ou elle est rationnel dans le sens bayésien — peut
bien str déterminer la probabilité a posteriori de tout événement A C (2.

Aumann (1976) a démontré le résultat suivant : si deux individus imputent la méme loi
de probabilité a priori sur ’ensemble fondamental €2 et si, apres la réalisation du vrai état
du monde (grace a la connaissance commune de leurs partitions d’information), il est de
connaissance commune entre les deux que l'individu 1 attribue a un événement A une
probabilité a posteriori de ¢; et que l'individu 2 attribue a A une probabilité a posteriori
de g¢o, alors ¢; = go. (Nous détaillerons ce résultat dans le chapitre 2.)

En économie, théorie des jeux et théorie de la décision, on appelle la probabilité attribuée
a un événement aussi une croyance (a belief). Dans ce sens-la, si ¢ = ¢ = ¢q, les deux
individus auront alors une croyance commune par rapport a I’événement A; c’est-a-dire
une probabilité qu’ils attribueront en connaissance commune a I’événement A.

Le résultat d’Aumann — et ceci déroute facilement — décrit un cas statique. Il ne porte
pas, par exemple, sur un scénario de communication dans lequel les croyances a posteriori
des individus soient rendues de connaissance commune par un acte de parole. Le résultat
d’Aumann décrit le cas particulier que les croyances a posteriori des individus sont de
connaissance commune, automatiquement, si 'on veut, grace a la connaissance commune
des partitions d’information ainsi que de la loi de probabilité a priori qui regne sur l'en-
semble fondamental. Mais certainement ce sont des conditions particulieres, et souvent elle
ne sont pas réunies.

Voici un exemple : soit ’ensemble des états du monde possibles Q = {a, b, ¢, d}, doté de la loi
uniforme. En outre soient un individu 7 avec la partition d’information &; = {{a, b}, {c,d}}
et un autre individu j avec la partition d’information &; = {{a},{b,c},{d}}. Supposons
que c’est I’événement A = {b, d} qui intéresse et que I’état a se réalise. A ’état a, I'individu
i sait seulement que le vrai état appartient a {a,b}, alors que 'individu j sait que a s’est
réalisé. L’individu ¢ va alors attribuer a I’événement A = {b, d} une probabilité a posteriori
de 1/2 et I'individu j de 0. L’individu j, ayant connaissance de la partition d’information
de i, va savoir que ¢ attribue & A une probabilité de 1/2; mais inversement, ¢ ne saura pas si
j attribue a A une probabilité de 0 ou 1/2 (puisque si I'état réalisé était b, ce que l'individu
1 ne peut pas rejeter, I'individu j aurait requ I'information que le vrai état du monde était



b ou ¢ et I'individu j attribuerait alors a I'événement A = {b, d} une probabilité de 1/2).
Dans cet exemple, la connaissance commune par rapport aux probabilités a posteriori de
I’événement A se heurte alors déja au premier niveau du croisement des connaissances.

Et pourtant le théoréeme d’Aumann invite a un scénario dynamique. Imaginons que les
croyances a posteriori de deux individus ne sont pas de connaissance commune grace a
la connaissance commune de leurs partitions d’information mais que les deux individus
se communiquent tour a tour leurs croyances a posteriori. Bien évidemment, si les deux
individus sont rationnels et connaissent la partition d’information de I'autre, ces annonces
vont leur permettre, tour a tour, de tirer certaines conclusions par rapport a ce qui peut
et ce qui ne peut pas étre I’état du monde réalisé — et cette information va éventuellement
leur permettre d’actualiser leurs croyances a posteriori au dela de I'information que chacun
d’eux a regue selon sa partition d’information individuelle. Aumann (1976), vers la fin de
son article, songe a un tel scénario, et il anticipe que celui-ci devrait toujours se terminer
avec les conditions identifiées par son résultat : une situation dans laquelle les probabilités
a posteriori seront de connaissance commune et alors égales.

John Geanakoplos et Herakles Polemarchakis (1982) ont étudié plus généralement un tel
processus de communication par lequel les individus se communiquent tour a tour leurs
croyances — un dialogue a travers les croyances, si I’on veut. L’étude montre qu’a chaque
étape d’un tel processus, les individus peuvent écarter de plus en plus d’états dont il est
devenu de connaissance commune qu’ils ne peuvent pas étre I'état réalisé jusqu’a ce qu’ils
arrivent, comme Aumann I'anticipe, a une probabilité actualisée jointe qu’ils attribueront
alors en connaissance commune a 1’événement A — jusqu’a ce qu’ils arrivent en un mot a
une « situation Aumannienne ».

Un tel modele dynamique permets d’étudier, de maniere formelle, des questions variées :

— Est-ce qu'un tel processus de communication indirecte a travers les probabilités
actualisées conduit a la méme croyance commune que la communication directe de
I'information que chacun des individus a recue selon sa partition d’information ?

— Si tout le monde est rationnel — ce que I'on suppose — peut-il arriver que les partici-
pants d’un tel dialogue répetent chacun de son coté plusieurs fois la méme croyance
a posteriori 7 Et si oui, qu’est-ce que cela veut dire ? Qu’il ne se passe plus rien, que
les individus n’apprennent plus rien sur 1’état du monde ?

— Le résultat d'un tel processus de communication indirecte dépend-il de I'ordre ?

— Si on injecte de 'information de 'extérieur, par exemple, par une annonce publique,
cela peut-il faire converger le processus vers un autre résultat ?

— La trace visible d’un tel échange, c’est-a-dire, la liste des croyances échangées, aura-
t-elle certaines régularités ou peut n’importe quelle liste de croyances bien provenir
d’un dialogue bayésien ?

— Si les individus ne se communiquent pas explicitement leur croyances, mais sont
tout de méme capables d’observer certaines actions de l'autre (dont 'opportunité
dépend de leurs croyances), un tel scénario, va-t-il aussi faire émerger une croyance
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commune ?

Ces questions, et bien d’autres, ont été abordées par des économistes, théoriciens de jeux
et théoriciens de la décision.

Au dela des dialogues, ’étude d’Aumann (1976) a inspirée des recherches multiples et va-
riées. Une partie importante de ces travaux porte sur un fondement du modele des connais-
sances basé sur les partitions d’information comme employé par Aumann : Paul Milgrom
(1981) propose un fondement axiomatique de la définition formelle de la connaissance
commune, comme elle paralt a travers le modele d’Aumann, en définissant un opérateur
de connaissance commune auquel il impose certaines propriétés. Bacherach (1985) définit
un opérateur de connaissance au niveau des individus et réédifie ainsi la théorie Auman-
nienne. Dov Samet (1990), de maniere encore plus fondamentale, propose un fondement
des modeles reposant sur un ensemble des états du mondes possibles, des modeles séman-
tique, si on veut, en caractérisant un état du monde par toutes les phrases (toutes les
propositions) qui sont vraies a cet état du monde. En informatique, Ronald Fagin, Joseph
Halpern, Yoram Moses et Moshe Vardi (1995 [1988]), et en philosophie et économie, Luc
Lismont et Philippe Mogin (1994) relient les modeles sémantiques, comme ils ont jusque-la
été employés par les auteurs dans la tradition Aumanienne, a des approches syntactiques
reposant sur un langage propositionnel modale comme elles ont été développées en logique
épistémique notamment depuis Hintikka (1962). Aumann lui-méme a étendu ses recherches
dans cette direction (Aumann 1999a et 1999b ; voir aussi Aumann et Heifetz 2002).

D’autre part, ces travaux portent sur des extensions et des applications du résultat d’Au-
mann. Une question qui, dans ce contexte, a suscité beaucoup d’intérét est celle d'une
« presque connaissance commune », question abordée, entre autres, par Monderer et Sa-

met (1989), Rubinstein (1989), Morris et Shin (1997), Morris (1999).

Au centre du présent traité est le résultat d’Aumann (1976) lui-méme, dans sa version
originale, c¢’est-a-dire, exprimé dans le langage des partitions d’information. Les termes de
base de cette théorie seront développés de maniere détaillée, accompagnés par de nom-
breux exemples. D’autre part, nous allons suivre le fil de I'une des extensions du modele
Aumannien : les dialogues a travers un échanges des probabilités.

L’étude des dialogues — méme s’il s’agit des dialogues un peu particulier, qui consiste a
ce que deux individus se crient tour a tour des probabilités — touche forcement a des
questions liées au langage et la parole. Ce texte se referme alors avec un chapitre dans lequel
j’essaye de dessiner quelques connections possibles entre I’étude des « dialogues bayésiens »
— les dialogues comme étudiés dans le modele des connaissances établie par Aumann — et
certaines idées, et concepts, dans la philosophie du langage.

Ce texte est premierement la présentation et la mise en perspective des idées déja existantes.
A quelques endroits on trouvera des réflexions ou observations éventuellement nouvelles,
comme, par exemple, 'interprétation du théoréeme d’Aumann en termes d’une indépendance



en probabilité (2.5), une définition plus étroite de I’algorithme du processus de communi-
cation indirecte a travers les probabilités actualisées comme donnée par Geanakoplos et
Polemarchakis (4.1), ou encore, en lien avec ce dernier point, un rapprochement entre un
objet qui apparait a travers ce processus, et que nous appelons ici « le fond de la connais-
sance commune », et le concept du « fond commun »(« common ground ») comme il est

employé dans la philosophie du langage.
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Chapitre 2

Le cadre formel et le théoreme
d’Aumann

Soient () I’ensemble fondamental épuisant tous les états du monde qui peuvent en principe
se réaliser, & une c-algebre sur €2, et p une loi de probabilité définie sur (€2, %4). On
note w € () pour un état du monde quelconque. En outre, soient deux individus, 1 et 2.
Ces deux individus attribuent la méme probabilité a priori, donnée par p, aux événements
appartenant a %, mais n’ont pas acces a la méme information quant a I’état réalisé w* € ).

L’acces a l'information d’un individu par rapport a l'état réalisé est modélisé par une
partition finie de €2, c’est-a-dire, un ensemble fini

'@i:{PilaPiZa"'7Pika"'7PiKi}

de parties (sous-ensembles) non-vides Py, de Q tel que :

(a) tout couple (P, Pr), k # k', est disjoint et

(b) U, Pac = O
On appelle les Py, les classes (ou les cellules) de la partition &7;. On suppose que toutes
les classes Py, de la partition &7; appartiennent a la o-algebre % définie sur €2, ce qui
garantit qu’elles sont probabilisées par la probabilité p définie sur (€2, #). On note P;(w)
la classe de la partition &7; a laquelle appartient w. En d’autres termes, P;(:) : Q@ — &; est
une application associant a chaque état du monde la classe de la partition &Z; a laquelle il
appartient. !

Par exemple, si Q = {a,b,c,d}, P, = {{a,b},{c,d}}, P> = {{a,c,d},{b}}, et w* = a se
réalise, alors Pi(a) = {a,b}, et Py(a) = {a,c,d}.

Les partitions Z?; sont des partitions d’information dans le sens suivant : si w* se réalise,
I'individu ¢ regoit I'information que I’état réalisé appartient a P;(w*), c’est-a-dire que I’état
réalisé est I'un des états appartenant a P;(w*). Dans ce sens-la, on appelle les classes Py
de la partition &2; aussi les ensembles d’information de i. Dans I'exemple ci-dessous : si

1. Pour plus sur les partitions finies voir, par exemple, Barbut (1968).

11
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a se réalise, I'individu 1 va alors savoir que 'état réalisé est soit a, soit b; et I'individu
2 va savoir que 'état réalisé est soit a, soit ¢, soit d. Aumann part de I’hypothese que
la probabilité a priori p définie sur (€2, %) ainsi que les partitions d’information des deux
individus, &;, i € I = {1,2}, sont de connaissance commune entre les deux individus.

Que sont les événements dont un individu caractérisé par la partition &; a connaissance ?
Dans le langage probabiliste, un événement A est tout simplement un sous-ensemble de
I'ensemble fondamental, A C Q. Si I'état w* se réalise et P;(w*) C A, c’est-a-dire, si P;(w*)
implique A, bien évidemment, U'individu 7 sait qu’a I'état réalisé, 'événement A s’est réalisé.
Si en revanche P;j(w*) N A = (), ce qui veut dire que I'événement A et P;(w*) s’excluent,
I'individu 7 sait qu’a I’état réalisé, I’événement A ne s’est stirement pas réalisé.

Il se peut, cependant, qu'un individu s’intéresse a un événement A C €2 qui ni inclut ni
exclut P;(w*), mais qui a une intersection non nulle et différente de lui méme avec A.
Dans ce cas-la, en supposant que A est probabilisable par rapport a la o-algebre sur €2,
I'individu peut toutefois calculer la probabilité conditionnelle de A sachant que [’état réalisé
appartient a P;(w*) :

Al P = PAD P
Qz_p(A|PZ< )) p(B(w*))

C’est la probabilité a posteriori de A étant donné I'information apportée par la partition
d’information &;.

Bien évidemment, si, a I'état w*, I'individu ¢ sait que A s’est réalisé, c’est-a-dire P;(w*) C A,
alors
oy _ PANE(WY)) _ pP(w))
¢ =p(A| P(w")) = = =1
p(Fi(w*)) p(Fi(w*))

Et si 'individu ¢ sait que A ne s’est stirement pas réalisé, c’est-a-dire P;(w*) N A = (), alors

i _PANPGY) _ p(0)
=P A W) ==y T wmey

Quant a I'interprétation, une subtilité doit étre retenue des I’abord : la classe de la partition
a laquelle appartient le vrai état du monde, p(A | P;(w*)), est bien sur pour nous, les ana-
lystes du modele, une fonction de w*. Mais cela ne veut pas dire que l'individu ¢ connaisse
w* ! Justement, I'individu ne connait pas w* mais seulement P;(w*). Or, connaissance de
P, (w*) suffit pour calculer p(A | P;(w*)). Pour le dire autrement : 'individu 7, a 'état w*,
connait I'image de w* par 'application P; : P;(w*); mais confronté a P;(w*), ¢’est-a-dire la
cellule de la partition &Z; qui lui est désignée par I'application P;, I'individu ne connait pas
son antécédent.

On appelle la probabilité attribuée a un événement aussi une croyance. Dans cette terminologie-
14, p(A) est alors la croyance a priori de A — qui par ’hypotheése est de connaissance com-
mune entre les deux individus — et p(A | P;(w*)) la croyance a posteriori de A de 'individu

1 étant donné l'information apportée par sa partition d’information.
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2.1 La connaissance commune

On cherche a modéliser le croisement des croyances des individus. Dans ce but — et c’est
I'une des contributions d’Aumann — il se trouve utile de retenir la notion de la partition
fondue de deux partitions.

Définition 1 Soient &, et &, deux partitions finies de I’ensemble fondamental €2. On
appelle la partition fondue (en anglais : « the meet ») de &) et P, et I'on note par
P =P, A Py, le grossissement commun le plus fin de Py et Py ; c’est-a-dire la partition
de Q la plus fine? telle que, pour tout w € €2,

P(w) C P(w), Viel=/{1,2},

sachant que P(w) = P; A Py(w), est la classe de la partition fondue 2; A 2, & laquelle
appartient w.

En pratique, P = P, \ Py s'obtient par fermeture transitive (itération répétée) de I'opé-
ration qui consiste a faire correspondre a chaque élément w de ) — c’est-a-dire rassembler
dans la méme classe de & — tous les autres éléments de qui sont dans la méme classe
que w soit dans 2, soit dans &,.3

Remarque : On peut, bien str, pour toute partition &2 déterminer la o-algebre engendrée
par cette partition, ce que I’on note par <7 (4?). Ainsi la partition fondue de deux partitions
Py N Py peut étre définie comme la partition qui engendre la o-algebre résultant de
I'intersection des o-algebres engendrées par les deux partitions individuelles :

A (PN Py) = o (Py) N (D).

Proposition 1 (Aumann 1976) Un événement E C 2 est de connaissance commune
dans le sens de la définition récursive de Lewis a 1’état w entre 'individu 1 et I'individu 2
si et seulement si P(w) C E.

L’argument donné par Aumann pour démontrer cette proposition* repose sur le concept
d’'un événement élémentaire w’' € Q étant joignable & partir d'un autre événement élé-

2. Une partition &; de Q est plus fine qu'une partition &?; du méme ensemble € si toute classe de &;
est I'union des classes de &; (voir, par exemple, Barbut 1968).

3. Voir, par exemple, Barbut (1968). Le lecteur soit averti que le nom « partition fondue » est notre
traduction de « meet », terme employé par Aumann. Barbut parle tout simplement de la « partition la
plus fine de toutes les partitions moins fines » des deux partitions données, et — et c’est une question plus
importante — il utilise le symbole V au lieu de A pour noter cet objet. Nous avons décidé d’utiliser ici A,
comme le fait Aumann, puisque s’est la notation devenue habituelle dans la littérature en théorie des jeux,
théorie du choix et économie mathématique.

4. Chez Aumann cette proposition n’est pas explicitement énoncée comme « Proposition » mais est
plutot glissée dans le texte. Voir Aumann (1976), page 1237, le paragraphe qui commence avec « To see
that ... ».
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mentaire w € (). Avant de voir la démonstration de la Proposition 1, voyons alors cette
notion.

Définition 2 Soient & et ¥, deux partitions de €2. On dit qu’un événement élémentaire
W' € Q) est joignable a partir d'un autre événement élémentaire w € €2, §’il existe une suite
de sous-ensembles de Q, P!, P2 ... P" ..., PV telle que w € P' et ' € PV et les P"
consécutifs ont une intersection non vide et appartiennent de maniere alternée a &?; et

P,
On vérifie facilement les deux constats suivants :

Lemme 1 Un sous-ensemble P de  est un élément de la partition fondue &2, A &, si et
seulement si tous les w’ € P sont joignables a partir de n’importe quel autre w € P.

Lemme 2 Soit P C Q un élément de la partition fondue &1 A ¥5. Alors :
(a) I'union de toutes les classes Py, de la partition &; ayant une intersection non-vide
avec P donne P lui-méme,
U =P

P CP

(b) chacune des partitions individuelles &, i € I, induit une partition de P.

Démonstration (Proposition 1 — Aumann 1976) : Soit w I'état réalisé, et £ C Q
un événement. L’individu 1 sait que E s’est réalisé a I'état w si Pj(w) C E. Supposons
que c’est le cas et posons P! = Pj(w). L’individu 1 sait que I'individu 2 sait que E s’est
réalisé & I'état w si tous les Py, € &5 ayant une intersection non vide avec P! sont sous-
ensemble de E. Il convient de distinguer deux cas : (1) Si pour tous ces Py, € &5 ayant une
intersection non vide avec P!, I'intersection avec P! est Py lui-méme, alors P! contiendra
tous les w’ € Q joignables & partir de w. L’événement P! sera alors un élément de la
partition fondue &) A P, et toutes les phrases de la forme « ¢ sait que j sait que i sait
... E'» seront vraies; c’est-a-dire, £ sera de connaissance commune. (2) Sinon, définissons
comme P? celui des Py, € £, dont I'intersection non vide avec P! n’est pas Py, lui-méme.
L’individu 1 sait que I'individu 2 sait que 'individu 1 sait E a I’état w si tous les Py, € &,
ayant une intersection non vide avec P? sont sous-ensemble de £. On distingue de nouveau
les deux cas relatifs : (1) Si pour tous ces Py, € £, différents de P!, 'intersection avec
P? est Py, lui-méme, alors P? contiendra tous les «’ joignables & partir de w. L’événement
P? sera alors un élément de la partition fondue de &2, et &5, et toutes les phrases de la
forme « 7 sait que j sait que ¢ sait ... ' » seront vraies; ¢’est-a-dire, E sera de connaissance
commune. (2) Sinon, définissons comme P3 celui des P, € £, différent de P!, dont
'intersection avec P? n’est pas Py, lui-méme, et ainsi de suite. On voit alors que toutes
les phrases de la forme « i sait que j sait que ¢ sait ... ' » sont vraies si et seulement si
E contient tous les w’ joignables a partir de w. Or, I'ensemble de tous les w’ joignables a
partir de w est un élément de la partition fondue de &, A Z,. QED.?

5. Certains auteurs (par exemple, Geanakoplos 1992, 57 et 64-65) se servent du concept d’un événement
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2.2 Le théoreme d’Aumann

Théoréme 1 (Aumann 1976) Soient (2, %, p) un espace probabilisé et F; et &, deux
partitions finies de (), mesurables par rapport a &, représentant 'information apportée a
I'individu 1 respectivement 2 — tout ceci étant de connaissance commune entre les deux
individus. Soit un événement A C Q. Si a 'état w (grace a la connaissance commune des
partitions d’information) les probabilités a posteriori que les deux individus attribuent a
A7 q1 et q2,

p(AN F(w))

q; = W iel=1{1,2},

sont de connaissance commune, alors elles sont égales : ¢1 = g.

Démonstration : Soit P(w) C Q la classe de la partition fondue 22, A 22, & laquelle
appartient w. Puisque la valeur ¢; résultant du calcul

G = p(AN Pi(w)) (2.1)

Z p(Pi(w)) '
est de connaissance commune entre les deux individus, il s’en suit (par la Proposition 1)
que pour n’importe laquelle des classes de la partition de I'individu ¢ qui sont sous-ensemble
de p(w), le calcul de la probabilité a posteriori de A doit conduire a la méme valeur g; ;
c’est-a-dire :

G = Z%ﬁ““) VP, C P(w) (2.2)
& p(ANPy) = qp(Pu) VP C P(w) (2.3)

étant une évidence (a self-evident event) pour expliquer la connaissance commune d’un événement. Dans
cette démarche, 'opérateur P;(-) est prolongé & des sous-ensembles de Q2 :

Pi(A) = U Pi(w).

weA

On dit qu'un événement A C € est une évidence (a self-evident event) pour l'individu 4, si P;(A) = A,
c’est-a-dire, s’il est vrai que si jamais A se réalise, alors 'individu ¢ saura que A s’est réalisé. En d’autres
termes : un tel événement ne peut se produire sans que 'individu ¢ le sache. Il est clair que A est une
évidence pour I'individu 7 si et seulement si A est 'union des éléments de la partition &; de I'individu i. Or,
cela ne veut dire rien d’autre que A est un élément de la o-algébre engendrée par la partition d’information
de l'individu 4, notée &/ (Z;). Autrement dit, o7 () est 'ensemble des événements qui sont une évidence
pour i. Il s’en suit que intersection de &7 (%;) et &7 (H2) est 'ensemble des événements qui sont une
évidence a la fois pour 'individu 1 et pour l'individu 2. (Certains auteurs appellent un tel événement un
événement public ; voir, par exemple, Milgrom 1981, 221). I’élément de la partition fondue contenant w,
Py A\ Py(w), est le plus petit événement contenant w qui est une évidence a la fois pour l'individu 1 et pour
I'individu 2. Nous savons déja (voir remarque plus haut) que 'intersection de &/ (1) et &7 (P2) est égale
a la o-algebre engendrée par la partition fondue &) A Py, o (P1) N A (Po) = o (P N P3), c’est-a-dire
I’ensemble de tous les événements qui sont non seulement une évidence pour chacun des deux individus
mais dont il est au dela de cela aussi de connaissance commune qu’ils sont une évidence.
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En sommant sur toutes les Py, C P(w) :

Y. o pANPy) = 4 Y p(Pa). (2.4)

P, CP(w) P;,CP(w)

Puisque les Py, (étant des classes d'une partition) sont disjointes et leur union sur P(w)
est P(w) lui-méme (voir le Lemme 2), par la o-additivité de la probabilité p sur  :

p(ANPW) = ap(Pw) (2.5)

Finalement, puisque ceci doit étre vérifié pour chacun des individus i € I = {1,2} :

A

ap(Pw) = p(ANPW)) = agp(PW)), (2.6)
ce qui implique que g; = ¢o. QED.

Le moment clé de la démonstration est au début : le constat que puisque ¢; est de connais-
sance commune, l'individu ¢ doit arriver a ¢; étant donné n’zmporte laquelle des classes de
sa partition d’information qui sont sous-ensemble de P(w).

2.3 Les conditions d’Aumann

A travers la démonstration du résultat donnée par Aumann apparait une propriété qui
mérite d’étre soulevée. Par (1), (2) et (6) on a :

0 = p(ANP(w))  p(AnFi)  p(AN P(w))
C p(BWw) p(Pi) p(P(0)

VP C P(w) (2.7)

C’est-a-dire : a I’état réalisé w, la probabilité a posteriori attribuée a I’événement A par
I'individu ¢ est égale a :

(1) la probabilité a posteriori calculée a base de n’importe laquelle des autres classes
Py de la partition &Z; qui sont sous-ensemble de la classe de la partition fondue a
laquelle appartient ’état réalisé P(w), et

(2) la probabilité de A sachant P(w), c’est-a-dire la probabilité a posteriori attribuée
a A par la partition fondue des deux partitions individuelles.

Nous allons par la suite nous référer a I’équation (7) comme les « conditions d’Aumann ».

2.4 Exemples

Exemple 1
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Voici un exemple dans lequel le résultat d’Aumann s’applique de maniere non triviale, ¢’est-
a~dire un exemple dans lequel la prémisse du résultat — qu’a I’état réalisé les probabilités
a posteriori sont de connaissance commune — est satisfaite.

Soient Q2 = {a, b, c,d} et la loi de probabilité a priori donnée par p(w) = 1/4 pour tous les
événements élémentaires. Supposons que :

P = {{a,b},{c,d}},
@2 = {{a,b,c,d}},

A = {b,c}, et I'état réalisé w* = a.

Les probabilités a posteriori attribuées a A par les deux individus étant donné 'information
apportée par leurs partitions d’informations sont :

pANP() _ pbepniady)  p(Hb}) 1

p(Pi(w?) p({a,b})  p({ab}) 2
pANBwY))  pHbecindabedy)  pHbe}) 1

p(P(w?) p({a,be.dd)  p({abedh) 2

Attention : le fait que les probabilités a posteriori attribuées a A sont égales ne suffit
pas pour conclure que le résultat d’Aumann s’applique de maniere non triviale, puisque
c’est la conséquence du résultat et non sa prémisse. (Il y des exemples dans lesquels les
probabilités a posteriori attribuées a A sont égales mais pas de connaissance commune.
L’exemple 4 en sera une illustration). Mais il faut vérifier si les probabilités a posteriori
attribuées a A sont de connaissance commune entres les individus. On le vérifie assez
étroitement dans cet exemple : puisque Pi(a) = {a,b} C Pi(a) = {a,b,c,d}, il est de
connaissance commune entre les deux individus que 'individu 2 n’a re¢u que l'information
que 'état réalisé appartient a {a, b, ¢, d} et que la probabilité a posteriori attribuée a A par
I'individu 2 est alors de 1/2. 1l se trouve ainsi, pour le dire plus généralement, que la classe
de la partition de l'individu 2 avec laquelle I'individu 2 fait son calcul de la probabilité
a posteriori de A est de connaissance commune entre les deux individus, et il va alors de
soi que le résultat de ce calcul est de connaissance commune entre les deux individus. En
ce qui concerne 'individu 1, la classe de la partition de l'individu 1 avec laquelle elle fait
son calcul de la probabilité a posteriori de A n’est pas de connaissance commune, puisque
I'individu 2 ne sait pas si I'individu 1 a recu 'information que 1’état réalisé appartient a
{a,b} ou bien I'information que I'état réalisé appartient a {c,d}. Or il est de connaissance
commune que l'individu 1 a recu I'une des deux informations et quel que soit le cas, le
calcul effectué par I'individu 1 conduira toujours au méme résultat, puisque :

p(Brnfed)  ped) @b pBern{ebh)

p{e.dd)  p{ed) 2 p({ab})  p({a,b})
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p(Al{abh)=5 p(Al{cd})=5

— —
P = { {avb} ) {Cvd} }
Py = {{a,bc, d} }

p(A] {avbvcvd}):%

F1GURE 2.1 — Exemple 1 : les conditions d’Aumann.

En d’autres termes, pour tout élément de la partition &?; étant sous-ensemble de la classe
de la partition fondue contenant le vrai état du monde a, P(a) = Py APy(a) = {a,b,c,d}, le
calcul de la probabilité a posteriori de I’événement A effectué par I'individu 1 — et ceci est
de connaissance commune entre les deux individus — conduit toujours au méme résultat,
1/2, et par conséquent, il est de connaissance commune que la probabilité a posteriori que
I'individu 1 attribue a A est de 1/2.

La partition fondue des deux partitions est : &2 = {{a, b, ¢,d}}, et ainsi P(a) = {a,b,c,d}.
La probabilité a posteriori de A = {b, ¢} étant donné I'information apportée par la partition
fondue & a l'état w = a est bien égale aux probabilités a posteriori des deux individus,
comme le veut I'équation 7 — les conditions d’Aumann :

S N p({b, C} N {a7 b, c, d}) . p({b, C}) _ 1
plibet [ Pla) = = edn  oabed) 2

Ce calcul coincide avec celui de l'individu 2; bien évidemment puisque P(a) = Py(a) =
{a,b,c,d}. La Figure 1 représente cette situation.

Exemple 2
Voici un autre exemple dans lequel le résultat d’Aumann s’applique de maniere non triviale.

Soient 2 = {a,b,c,d, e, f} et laloi de probabilité a priori donnée par p(w) = 1/6 pour tous
les événements élémentaires. Supposons que :

91 = {{a,b},{c,d},{e},{f}},
(@2 - {{dab}v{c7a}7{€af}}a

A ={b,c}, et w* = a.

Les probabilités a posteriori attribuées a A par les deux individus étant donné 'information
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p(A{ab,c,d})=3

PAlabh=}  p(AHcdh=1
— —
91 - { {(l,b} ) {Cad} 7{6}7{f}}
92 = { {CL,C} ) {bvd} 7{e7f}}
—— ~——

p(Al{ach)=5 p(A{bd})=5

-~

p(A|{a,b7C,d}):%
FIGURE 2.2 — Exemple 2 : les conditions d’Aumann.

apportée par leurs partitions d’informations sont :

p(AnP(w) _ pbepnfa b))  p({b})

1
p(Pi(w?) p({a,0})  p(fa,b}) 2
p(ANP(w) _ pbeinical)  pHce}) 1
2

p(Pa(w?) p({eal)  peal)

Ici ni I'un ni l'autre connait ’élément de la partition de 'autre dont 'autre sait que 1’état
réalisé y appartient. Chacun doit penser possible que l'autre ait recu tout élément de la
partition de I'autre inclus dans P(a) = {a, b, ¢,d}, I'élément de la partition fondue auquel
appartient 1’état réalisé. Mais quel que soit le cas, pour chacun des individus, le calcul de
la probabilité a posteriori de 'événement A = {b, c} conduira toujours au méme résultat,
puisque on a également :

p({b;c}n{cd}) _ p{c})

1
p({ed))  p({ed) 2
p({b, ¢} N {b,d}) p({t}) 1
2

p({b, d}) ~ p({b.d})

et par conséquent les probabilités a posteriori de A sont de connaissance commune.

Ici, la partition fondue des deux partitions est : & = {{a,b,c,d}, {e, f}}, et alors I'élément
de la partition fondue auquel appartient ’état réalisé P(a) = {a,b,c,d}. Comme il le faut,
selon les conditions d’Aumann :

({6, c}t n{a,b,c, d}) p({b. c}) 1

R P o _ =
p(id,c} | Pla)) = p({a,b, c,d}) - p({a,be,d}) 2

La Figure 2 illustre cette situation.

Exemple 3
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Ceci est un exemple dans lequel le résultat d’Aumann s’applique de maniere triviale dans
le sens que sa prémisse (que les probabilités a posteriori de A soient de connaissance
commune) n’est pas satisfaite.

Soient Q = {a,b,c,d, e, f,g} et la loi de probabilité a priori donnée p(w) = 1/7 pour tous
les événements élémentaires. Supposons que :

<@1 - {{a,b},{c,e},{d,f,g}},
322 = {{a},{b,c,d},{e,f,g}},

A = {b,e}, et w* =b.
Alors :
pANP (W) _ p({betn{abd})  p({d}) 1

p(Pi(w?)) p({a,b})  p({a,b}) 2
P(AN Py(w")) pb. ey i{bc,dy)  p({by) 1

p(P(w?)) p({b.e;dt)  p({be,d}) 3

On vérifie facilement qu’ici les individus n’ont pas connaissance commune des probabilités
a posteriori que l'autre attribue a I’événement A = {b, e}. Considérons d’abord l'individu
1. Elle pense que 'état réalisé est soit a soit b. Elle doit alors se dire : Si a s’est réalisé,
I'individu 2 va strement savoir que a s’est réalisé et il va alors attribuer une probabilité
nulle a 'événement A = {b, e} ; si b s’est réalisé, I'individu 2 va seulement savoir que 1'un
des états appartenant a {b,c,d} s’est réalisé, et il va alors attribuer une probabilité de
1/3 a I’événement A = {b, e}. De maniere similaire, I'individu 2, de son coté, ne peut pas
savoir si I'individu 1 attribuera & A = {b, e} une probabilité a posteriori de 1/2 (au cas
ou l'individu 1 ait re¢u I'information {a,b} ou {c,e}) ou nulle (au cas ou elle ait regu
Pinformation {d, f, g}). Ici : P = {{a,b,c,d,e, f,g}}, ]5(6) = {a,b,c,d,e, f, g}, et alors :
p({b,e} | P(b)) = 2/7.

Exemple 4

Ceci est un exemple qui démontre que la réciproque du résultat est fausse : qu’il se peut
que les probabilités a posteriori attribuées a un certain événement soient égales mais pas
de connaissance commune.

Soient Q = {a, b, c,d} et la loi de probabilité a priori donnée par p(w) = 1/4 pour tous les
événements élémentaires. Supposons que :

P = {{aab}a{c?d}}a
@2 = {{d,b},{c,a}},

A = {a}, et w* =a.



2.5. REMARQUES ET INTERPRETATIONS 21

Alors :
pANP (W) _ p({a}n{ab})  p({a}) 1

PP plab)  p({ab)) 2
PANPW) _ pla}nfea))  pHa) 1
P(Po() i) p({db)) 2

Ici chacun des deux individus attribue une probabilité a posteriori de 1/2 a I’événement
A = {a}, mais les individus ne savent pas si l'autre le sait. Considérons d’abord l'individu
1. Etant donné qu’elle sait seulement que 1’état réalisé appartient a {a, b}, elle ne sait pas si
I'individu 2 a recu l'information que 1’état réalisé appartient a {c, a} ou bien l'information
que 'état réalisé appartient a {d,b}. Cela importe, puisque dans un cas la probabilité a
posteriori attribuée a A = {a} est de 1/2, et dans 'autre 0. De maniére similaire, 'individu
2 ne sait pas si l'individu 1 attribue & A = {a} une probabilité de 1/2 ou 0. Nous voyons
alors qu’ici déja au premier niveau du croisement des croyances concernant la probabilité
a posteriori attribuée a A = {a}, il y a divergence et, par conséquent, il ne peut pas y
avoir connaissance commune. Remarquons aussi qu’ici la probabilité a posteriori attribuée
a A = {a} étant donné I'information apportée par la partition fondue, P = {a,b,c,d},
diverge des probabilités a posteriori attribuées & A = {a} par les deux individus :

. _ p{atn{a,bc,d}t)  p({a}) 1
p{a} | P(a)) = p({a,be,dt)  p({a,b,c,d}) 4

2.5 Remarques et interprétations

2.5.1 Une prémisse importante : les partitions d’information sont
de connaissance commune

Aumann (1976) énonce son résultat comme suit :

Soient w € €1, et q; et g des nombres. Si a I'état w il est de connaissance
commune que q; = q; et qz = ¢o, alors q; = ¢o. °

En dehors de son modele mathématique, cette formulation condensée peut troubler puis-
qu’elle ne précise pas pourquoi — comment — les probabilités a posteriori sont de connais-
sance commune entre les deuz individus. On peut avoir I'impression qu’il suffisse que les
probabilités a posteriori soient rendues de connaissance commune n’importe comment —
comme, par exemple, par un acte de parole publique. Or cela ne suffit pas. Pour que le
résultat tienne, il faut que chacun des deux individus arrive a savoir que les probabilités a
posteriori attribuées a A sont de connaissance commune tout simplement en exploitant le

6. Aumann 1976, 1237 : « Let w € €2, and let ¢; and ¢ be numbers. If it is common knowledge at w
that q1 = ¢1 and q2 = g2, then g1 = g2. »
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fait que les partitions d’information (et la loi de probabilité a priori qui régne sur €2) sont
de connaissance commune.

Aumann sait que cet aspect peut surprendre, ou étre mal compris, et apres avoir délivré la
démonstration il poursuit :

Il convient de noter I’hypothese implicite que les partitions d’information &%,
et Y5 sont ellessméme de connaissance commune. Or, ceci est sans perte de
généralité. Inclus dans la description complete de I'état du monde w est la
maniere dont les deux individus recoivent de I'information. Ceci implique que
les ensembles d’information P;(w) et Po(w) sont en fait définis sans ambiguité
par w et que les deux joueurs connaissent ces fonctions. ®

Revenant a son article, plus de quarante ans plus tard, Aumann renforce ce point de
vue qui accorde une place centrale au concept de I’état du monde : « En d’autres mots,
‘’hypothese implicite’ n’est pas vraiment une hypothese; elle fait partie de ce que veut
dire état du monde. »°

2.5.2 Une interprétation en termes d’indépendance en probabi-
lité — la propriété « de la tour »

La prémisse du résultat d’Aumann — que les probabilités a posteriori sont de connaissance
commune grace a la connaissance commune de la probabilité a priori et des partitions d’in-
formation — constitue plutot un cas particulier. Ce qui caractérise ce cas apparait a travers
la démonstration — ce que nous appelons ici les conditions d’Aumann (équation 2.7). Ces
conditions exigent que pour chacun des individus, la probabilité de A sachant P;(w), ou
bien la probabilité de A sachant n’importe laquelle des autres classes de la partition &;
qui est sous-ensemble de la classe de la partition fondue a laquelle appartient le vrai état
du monde P(w), et la probabilité de A sachant (w) sont égales. Mais cela ne veut dire rien
d’autre que sous condition que f’(w) s’est réalisé (ce qui est de connaissance commune
entre les deux individus) la probabilité de A est indépendante des Py, partitionnant P(w).

7. Le lecteur du papier, notamment de la démonstration, s’en rend compte au plus tard a 1’étape 2, le
moment clé de la démonstration, lorsqu’on constate que puisque les g; = %
commune entre les deux individus, il faut alors que pour n’importe lequel des éléments de la partition de
Pindividu 7 étant sous-ensemble de Py A Po(w) le calcul de la probabilité a posteriori de A doit conduire a
la méme probabilité ¢;. Le résultat n’est, apres tout, pas intelligible autrement.

8. Aumann (1976, 1237) : « Worthy of note is the implicit assumption that the information partitions
Py and Py are themselves common knowledge. Actually, this constitutes no loss of generality. Included
in the full description of a state w of the world is the manner in which information is imparted to the
two persons. This implies that the information sets P;(w) and Pa(w) are indeed defined unambiguously as
functions of w, and that these functions are known to both players. »

9. Robert Aumann, communication personnelle, Mars 24, 2019 : « In other words, the ‘implicit assump-
tion’ is not really an assumption; it is part of what is meant by state of the world. »

sont de connaissance
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En d’autres termes, en ce qui concerne l’événement A, la partition &P; induite par P(w)
n’apporte aucune information supplémentaire au dela de linformation apportée par la par-
tition fondue 2. En théorie des probabilitiés on apelle cette relation « la Proporiété de la
Tour » (the Tower Property), voire, par example Williams (1991, 88, théoréme 9.7). 10

Sous cette forme-la, le résultat d’Aumann devient parfaitement lucide : si a I'état w, par
rapport a un certain événement A, les partitions individuelles n’apportent aucune infor-
mation supplémentaire au dela de ce qui est de connaissance commune entre les individus,
alors bien évidemment, les probabilités a posteriori des individus concernant A devraient
étre de connaissance commune et identiques. En d’autres mots : en ce qui concerne 1’évé-
nement A, dans la mesure ou les informations des individus sont différentes au dela de ce
qui est de connaissance commune, elles sont sans importance.

2.5.3 Une interprétation en termes du principe de la chose siire

Les conditions d’Aumann peuvent aussi étre interprétées par le prisme de ce que 1'on ap-
pelle en théorie du choix le principe de la chose sire (cet argument est donné, entre autres,
par Geanakoplos 1992, 66-67). Le principe de la chose sire (Savage 1954) dit le suivant :
si la probabilité conditionnelle d’une variable aléatoire étant donné un sous-ensemble £ de
I’ensemble fondamental €2 est ¢ et si la probabilité conditionnelle de cette méme variable
aléatoire étant donné un sous-ensemble F' de (2, disjoint de E, est aussi ¢, alors la probabi-
lité conditionnelle de cette variable aléatoire, étant donné FUG, doit aussi étre q. On peut,
bien str, prolonger ce résultat a toute suite finie de sous-ensembles disjoints de 2. Mainte-
nant, sachant que les classes d’information Pj; de la partition d’information d’un individu
sont toutes disjointes et que 'union de toutes ces classes ayant une intersection non-vide
avec P(w) est P(w) lui-méme, on voit alors que les conditions d’Aumann (équation 7) se
ramenent au principe de la chose stire.

2.5.4 Les conditions d’Aumann dans le réel, un cas rare?

Dans des applications, la question de I'indépendance se pose essentiellement au niveau d’une
relation entre la nature des choses que I’on peut observer. Dans la nature des choses, il peut
y avoir des raisons pour lesquelles on doit, ou devrait, postuler qu'un certain événement A
soit indépendant d’une certaine variable aléatoire qui permet & un individu de différencier
plusieurs états du monde.

Imaginons, par exemple, que {2 représente les qualités possibles d’un candidat pour un poste
de professeur en mathématiques, et que A est I’événement que le candidat soit qualifié pour
ce poste. Les deux individus 1 et 2 sont des membres de la commission de recrutement.

10. Je remercie tres vivement Matthias Beigelbock et Daniel Toneian de m’avoir indiqué cette relation.
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Supposons qu’a priori les deux membres de la commission imposent la méme probabilité
sur §2 et qu’ils ont acces aux mémes informations — a deux différences pres : premierement,
I'individu 1 ne peut pas distinguer les couleurs rouges et vertes, alors que l'individu 2 le
peut ; deuxiemement, l'individu 1 est amateur d’une certaine marque de montres suisses,
alors que l'individu 2 ne connait rien au sujet, tout cela étant de connaissance commune
entre les deux individus. Le jour de ’entretien, le candidat arrive avec un pull rouge et porte
une montre de la marque préférée de 'individu 1. Il est alors instantanément connaissance
commune entre les deux individus que l'individu 1 ne sait pas si le candidat porte un pull
rouge ou vert, alors que l'individu 2 le sait, aussi bien que l'individu 1 sait si la montre du
candidat est de la marque admirée par I'individu 1, alors que I'individu 2 ne le sait pas. Or,
si le candidat porte un pull rouge (ou pas) aussi bien que si sa montre est de cette marque
(ou pas) est sans intérét pour savoir si le candidat est qualifié pour le poste en question.
En d’autres termes, ’événement que le candidat soit qualifié pour ce poste est indépendant
de I’ événement qu’il porte un pull rouge (ou pas) et est indépendant de 1'événement qu’il
porte une montre de la marque en question (ou pas). Ceci étant de connaissance commune
entre les deux membres de la commission — aussi bien que le fait qu’en dehors de cela ils
ont acces aux meémes informations — ils devraient alors arriver a la méme probabilité a
posteriori concernant 1’événement que le candidat soit qualifié pour ce poste.

Les conditions d’Aumann sont-elles rares en réalité ¢ Non. Mais ce sont souvent les cas
dans lesquels, a juste titre, on fait abstraction des informations individuelles que possede
un individu — précisément puisqu’on sait qu’elles sont sans importance par rapport a I'évé-
nement qui intéresse.

2.5.5 Aucun niveau du croisement des connaissances des pro-
babilités a posteriori ne suffit pour que les probabilités a
posteriori soient égales

Aumann (1976) précise que son résultat « ne tient pas si les gens ont seulement connaissance
de la probabilité a posteriori de 'autre ». ! Pour le démontrer, il donne ’exemple suivant :
Soient Q = {a, b, ¢, d},

ng = {{a,b},{c,d}},
Py = {{avb>c}7{d}}

w* = a I'état réalisé et A = {a,d}. Alors ¢ = P(A | Pi(a)) = 1/2 et go = P(A | Ps(a)) =
1/3.

Ici, comme Aumann 'explique, I'individu 1 sait que I'individu 2 attribue a A une probabilité
actualisée de go = 1/3 et 'individu 2 sait que lindividu 1 attribue & A une probabilité

11. Aumann (1976, 1237) : « The result fails when people merely know each other’s posteriors. »
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actualisée de ¢; = 1/2. Il y aura alors connaissance de la probabilité a posteriori de I'autre
au premier niveau du croisement des connaissances. L’individu 1, de son coté, sait aussi
que l'individu 2 connait ¢;. Mais I'individu 2 ne sait pas si 'individu 1 connait ¢, ou pas
(puisque si I'état réalisé était ¢, ce que I'individu 2 doit penser possible, I'individu 1 aurait
recu 'information que le vrai état est ¢ ou d, et si c¢’était ¢, l'individu 1 ne saurait pas
si l'individu 2 avait re¢u l'information {a,b,c} ou {d}). C’est-a-dire, la connaissance des
connaissances s’effondre au deuxieme niveau du croisement des connaissances.

Ce constat — et ¢’est un point qu’Aumann (1976) ne remarque pas a cet endroit — en effet
s’étend a tout niveau n € N du croisement des connaissance.

Si on prolonge I'exemple donné par Aumann a tout n € N, on obtient : Q = {k e N |1 <
k < n?}, p(w) = 1/n? pour tous les événements élémentaires,

2 = {{1,....n},{n+1,....2n},{2n+1,...,3n},.... {(n — Dn+1,...,1n%}},

Py = {{1,...,on+1L{n+2,....2n+2},{2n+3,....3n+3},... . {n—2n+(n—1),...,n% =1}, {n?}}

A={l,n+1,2n+1,...,(n —2)n+ (n — 1),n?}, et w* = 1. On constate que quel que
soit le n € N, les probabilités a posteriori que les deux individus attribuent a A sont
différentes (1/n pour I'individu 1 et 1/(n+ 1) pour 'individu 2) et que la connaissance des
connaissances croisées par rapport aux probabilités a posteriori de I’autre se heurte toujours
au niveau n du croisement des connaissances. Cet exemple paramétrique démontre alors
qu’aucun niveau fini du croisement des connaissances des probabilités a posteriori n’est
suffisant pour que les probabilités a posteriori soient égales.

Voyons-le de maniere plus détaillée pour le cas n = 3 :
— niveau 1 : 1 sait que g = 1/4, et 2 sait que ¢; = 1/3;
— niveau 2 : 1 sait que 2 sait que ¢; = 1/3, et 2 sait que 1 sait que ¢go = 1/4;
— niveau 3 : mais 1 ne sait pas si 2 sait que 1 sait que g2 = 1/4, alors que 2 sait
que 1 sait que 2 sait que ¢; = 1/3; la connaissance des connaissances se heurte au
troisieme niveau du croisement des connaissances.

Aumann (1976) ne fait pas référence a cet exemple paramétrique dans le contexte de la
présente discussion. Or, Aumann semble connaitre cet exemple dans un autre contexte :
Geanakoplos et Polemarchakis (1982), qui utilisent cet exemple pour exposer une propriété
intéressante des dialogues a travers les probabilités actualisées, disent de ’avoir appris par
Aumann. C’est aussi dans ce contexte-la que je vais revenir a cet exemple dans le chapitre

4.
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Chapitre 3

La communication directe

Et si les individus pouvaient partager l'information que chacun d’euz a obtenue individuel-
lement selon sa partition d’information ¢ Imaginons, par exemple, qu’apres la réalisation
du vrai état du monde, chacun des individus communique a ’autre la classe de sa partition
d’information dont il ou elle sait désormais qu’elle contient la vrai état du monde. Nous
appelons un tel échange d’information un processus de communication directe. Ce que les
individus savent apres un tel échange est représenté par ce que l'on appelle la partition
croisée des deux partitions.

Définition 2 Soient &?; et &, deux partitions finies de I’ensemble fondamental 2. On
appelle la partition croisée (the joint) de & et &5, et 'on note par P = PN Py, le
raffinement commun le plus grossier (le moins fin) de & et Py ; ’est-a-dire la partition
de 2 la plus grossiere (la moins fine) telle que pour tout w € €,

Pw) C P(w), Viel={1,2},
sachant que P=PV Py(w) est la classe de la partition croisée &7 V &5 contenant w.

En pratique, les classes de &2 = 22,V &, sont obtenues en prenant l'intersection de chaque
classe de I'une des deux matrices par toutes les classes de I'autre. !

On peut, bien stur — de la méme facon que pour n’importe quelle partition — calculer pour
tout événement A (mesurable par rapport a la loi probabilité a priori p) sa probabilité a
posteriori étant donné I'information apportée par la partition croisée des deux partitions
P .
p(A | p(w)) = M
p(P1V Py(w))

En général, la probabilité a posteriori de A étant donné l'information apportée par la
partition croisée p(A | P(w)) et la probabilité a posteriori de A étant donné I'information

1. Voir, par exemple, Barbut (1968, 6). Remarquons ici que Barbut utilise le symbole A pour la partition
croisée et V pour la partition foundue.

27
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apportée par la partition fondue p(A | p(w)) ne coincident pas. Mais cela peut se produire.

Dans le cas particulier ou les conditions d’Aumann (7) sont satisfaites, il suffit que P(w)
coincide avec P;(w) pour I'un des deux individus pour garantir que la probabilité a posteriori
de A étant donné l'information apportée par la partition croisée p(A | P(w)) est égale &
la probabilité a posteriori de A étant donné I'information apportée par la partition fondue
p(A | P(w)). L’argument est le suivant : si les conditions d’Aumann s’appliquent, p(A |
P;(w)) = p(A | P(w), pour tout i = 1,2. Alors si pour au moins 'un des individus P(w) =
P,(w), on aura p(A | P(w)) = p(A | P(w)). Dans une telle situation : méme si les individus
peuvent se communiquer 'information que chacun d’eux a regue individuellement selon sa
partition d’information, ils n’arriveront pour autant a une autre probabilité a posteriori de
A que celle que chacun d’eux trouve individuellement. L’exemple 1 en est une illustration.

Exemple 1 - suite.

Dans I'exemple 1, la partition croisée coincide avec celle de 'individu 1 :
P = P, = {{a,b},{c,d}}.

On a: P(a) = Pi(a) = {a,b}. Et alors :

» _ C a)) = p({b, C} N {(l,b}) _ 1
p({b,c}t | P(a)) = p({b,c} | Pi(a)) (a0 5

Exemple 2 - suite.

Dans 'exemple 2, dans lequel les conditions d’Aumann sont aussi satisfaites, la partition
croisée des deux partitions est la partition la plus fine :

gz = {{a}7 {b}7 {C}7 {d}7 {6}7 {f}}

Dans cet exemple, la partition croisée ne coincide ni avec la partition d’information de
I'individu 1 ni avec celle de I'individu 2. La partition croisée raffine plutot les deux parti-
tions d’information individuelles. Supposons, comme avant, que a se réalise. Maintenant,
si l'individu 1 dit a l'individu 2 : « J’ai recu l'information que 1’état réalisé appartient a
{a,b} », et l'individu 2 dit a I'individu 1 : « J’ai requ I’ information que I’état réalisé ap-
partient a {a, c} », les deux individus peuvent alors en déduire que 1’état réalisé appartient
a {a,b} N{a,c} = {a} — ce qui est bien I’élément de la partition croisée contenant 1’état
réalisé a — et que par conséquent 'événement A = {b, c} s’est alors surement pas réalisé :

oy — PUbE N {a) _ p(®)
PO IPO) = 250 blfa))

On constate que cette probabilité attribuée a A a posteriori est différente des probabilités
a posteriori attribuées a A par les deux individus, qui sont toutes les deux égales a 1/2.

= 0.
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Dong, si les deux individus se communiquent véridiquement 'information que chacun d’eux
a recue selon sa partition d’information individuelle, ils arrivent a savoir plus que chacun
d’eux sait individuellement et ce qui est, en I'occurrence, de connaissance commune entre
les deux.

Exemple 3 - suite.

Dans I'exemple 3, dans lequel les conditions d’Aumann ne sont pas satisfaites, la partition

croisée est
2 = {{a}, {b}, {c}, {d}, {e}{ [, 9}},

sy - MBI 0 ) pl(8))
A TPO =00 ey~

C’est-a-dire : si les deux individus arrivent a se communiquer véridiquement I'information
que chacun d’eux a recue individuellement selon sa partition d’information, ils arriveront a
connaitre le vrai état du monde qui s’est réalisé, w = b, et ils sauront alors que ’événement
A = {b,e} sest réalisé, p({b,e} | P(b)) = 1, ce qui est, on le note, une probabilité a
posteriori différente de celles attribuées a A selon les partitions d’information individuelles
(1/2 pour l'individu 1, et 1/3 pour l'individu 2).

et alors

Exemple 4 - suite.

Dans 'exemple 4, dans lequel les conditions d’Aumann ne sont pas satisfaites non plus,

2 = {{a}, {0}, {c} . {d}},

et alors

o pan{a)  p({a))
plet [ Plo) ==~ o)~

Résumant les observations que l'on peut faire dans ces exemples : les conditions d’Au-
mann (équation 7) ne sont ni nécessaires ni suffisantes pour que la communication directe
permette aux individus de savoir plus que chacun d’eux sait déja grace a sa partition
d’information.
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Chapitre 4

La communication indirecte a travers
les croyances : un « dialogue
bayésien »

Vers a fin de son article, Aumann se réfere a des travaux sur la formation d’opinion qui s’in-
téressent a des procédures d’échange d’opinions pour arriver a une opinion jointe (Dalkey
1972, DeGroot 1974) et il illustre comment un tel processus s’appliquera & son modele :

Supposons qu’a priori 1 et 2 imposent une loi uniforme sur le parametre d’une
piece, et soit A I’événement que 1'on obtienne F' (face) au prochain jet. Sup-
posons que chaque personne a le droit de faire un jet auparavant et que les
résultats respectifs sont F' et P (pille). Si l'information de chacun est précisé-
ment le résultat du jet qu’il a observé au préalable, les probabilités a posteriori
de A sont 2/3 et respectivement 1/3. Si tous les deux informent l'autre de sa
probabilité a posteriori de A, alors ils vont tous les deux conclure que les résul-
tats des jets au préalable étaient I’ et P, et ils vont alors tous les deux réviser
la probabilité a posteriori de A pour I'égaliser & 1/2.1

Aumann envisage une extension de ’exemple dans laquelle les individus ne sont pas parfai-
tement informés du nombre de jets que chacun a pu observer mais connaissent seulement
la probabilité a priori de cette variable. « Notre résultat », Aumann dit, « implique que le
processus d’échange de I'information des probabilités a posteriori de A continuera jusqu’a
ce que ces probabilités a posteriori soient égales. »

1. Aumann (1976, 1238) : « Suppose 1 and 2 have a uniform prior on the parameter of a coin, and
let A be the event that the coin will come up H (heads) on the next toss. Suppose that each person is
permitted to make one previous toss, and that these tosses come up H and T (tails) respectively. If each
one’s information consists precisely of the outcomes of this toss, then the posteriors for A will be % and
% respectively. If each one then informs the other of his posterior, then they will both conclude that the
previous tosses came up once H and once T', so that both posteriors will be revised to % »

31
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4.1 Définition

Muni du cadre formel établi par Aumann, on peut définir un tel processus de communi-
cation indirecte a travers les probabilités actualisées en toute généralité (Geanakoplos et
Polemarchakis 1982). Suivant Geanakoplos et Polemarchakis, supposons plus précisément
que les deux individus se communiquent, tour a tour, les probabilités a posteriori de A
étant donné l'information apportée par leur partition d’information et par ce qu’ils ont
appris a travers les étapes précédentes.

Un tel processus peut se comprendre de la fagon suivante : a chaque étape, 'annonce de
I'individu dont c’est le tour va le rendre de connaissance commune qu'un certain sous-
ensemble de Q ne peut pas contenir le vrai état du monde et peut alors étre écarté de €2
en connaissance commune. Le processus commence avec P(w), certainement puisque tout
au début — avant que le processus d’échange des probabilités actualisées commence — il y
a déja une partie de I’ensemble fondamental dont les deux individus savent en connais-
sance commune qu’elle ne peut pas contenir le vrai état : I’ensemble de tous les états qui
n’appartiennent pas a la classe de la partition fondue qui contient le vrai état P(w) Nous
posons alors Q(0) = Q et Q(1) = P(w). Ensuite, Q(n 4 1) est donné par (n) moins
tous les états dont il est devenu de connaissance commune, a 1’étape n, qu’ils ne peuvent
pas étre I'état réalisé. Nous avons ainsi affaire a un univers contractant — une suite de
2(0),92(1),2(2)...,2N) telle que Q(N + 1) C Q(N). A partir d'un certain rang N, les
individus n’arriverons plus a écarter aucun état en connaissance commune, quel que soit
I'individu qui annonce sa probabilité actualisée, c’est-a-dire Q(N +2) = Q(N +1) = Q(N).
Nous dirons alors que le processus s’est terminé a la N-ieme étape.

Plus formellement :

Q= Q,
Etape 1 : ) = P(w*), calculé normalement étant donné €y = €,
Etape ¢ : Q, = Q,_1\P;(t-1),1-1, sachant que

_ P(AN Py N Q1))
Pyt = Py 1, tel que P € Py et : Qi) 45
(t)¢ (%Jk (t) ik € it o) T o
p(AN Pi(w) NQ(1))
it =
" p(P(w)nQ(t)
et i(t) est donné par la suite 1,2,1,2, ... si c’est I'individu 1 qui commence; par 2,1,2,1...

si ¢’est I'individu 2 qui commence.

Cette maniere de définir le processus differe 1égerement de celle donnée par Geanakoplos et
Polemarchakis (1982). Geanakoplos et Polemarchakis (1982) définissent le processus a la
base de ’ensemble des classes de la partition de I'individu 1, respectivement 2, qui restent
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compatibles, a I’étape n, avec les annonces faites jusqu'a I'étape n mais sans éliminer
a étape initiale tous les états en dehors de la classe de la partition fondue a laquelle
appartient l’état réalisé.

Une observation est immédiate. Si les conditions d’Aumann sont satisfaites, le processus
se termine tout de suite, avec la premiere étape : bien évidemment, puisque dans ce cas,
les probabilités a posteriori sont déja de connaissance commune (naturellement grace a
la connaissance commune des partitions d’information individuelles) et alors les individus
n’apprennent plus rien par 'annonce de 'autre au dela de ce qu’ils savent déja grace a la
connaissance commune de leurs partitions d’information. Voyons-le dans 'exemple 2.

Exemple 2 — suite

On se souvient :

91 = {{avb}v{c>d}7{€}v{f}}a
f@Q = {{d,b},{c,a},{e,f}},

~

2 = {{a,b,c,d}, {e, f}}.

Comme avant, supposons que 'on s’intéresse a I'événement A = {b, ¢} et que c’est I'état a
qui s’est réalisé. Ici la classe de la partition fondue a laquelle appartient 1’état réalisé est
p(w) = {a,b,c,d}. Le fait que I’état réalisé ne peut pas se trouver en dehors de cet ensemble
est tout de suite de connaissance commune entre les deux individus, tout simplement par
le fait que les deux partitions d’information sont de connaissance commune, et, ajoutons-
le, en vertu de la connaissance commune que 1'un des états s’est effectivement réalisé et
que les deux individus ont chacun recu l'information sur I’état réalisé selon leur partition
d’information. Alors, Q(1) = P(w) = {a,b, ¢, d}.

Imaginons maintenant que les deux individus s’annoncent tour a tour leurs probabilités
actualisées par rapport a ’événement A. On s’apercoit tres vite : quel que soit I'individu
qui commence, son annonce de 1/2 ne va rien apprendre a ’autre et ne va pas leur permettre
d’écarter aucune partie des états du monde possibles €2 au dela de ce qu’ils peuvent déja
écarter en connaissance commune tout simplement en exploitant I'information que chacun
d’eux a recue selon sa partition d’information et le fait que les partitions d’information sont
de connaissance commune. Imaginons que c¢’est I'individu 1 qui commence et qui annonce
alors & l'individu 2 : « Selon mes informations, la probabilité a posteriori de A = {b,c}
est de 1/2 ». L’individu 2 peut étre imaginé de répondre comme suit : « Tres bien, vous
m’annoncez 1/2. Mais je sais déja que c’était ce que vous alliez me dire; et par ailleurs
vous savez tres bien que je le sais, et vous savez que je sais que vous savez que je le sais,
etc. En fait, nous savons tres bien tous les deux — et ceci est effectivement de connaissance
commune entre nous — que le vrai état du monde appartient a {a, b, ¢, d}. Certainement, je
ne sais pas si vous avez regu 'information que le vrai état appartient a {a, b} ou a {c,d}.
Mais quel que soit le cas, vous arriveriez toujours a une probabilité a posteriori de A de 1/2.
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Et inversement, je sais tres bien que vous savez que moi, de mon coté, j’ai recu 'information
que le vrai état appartient a {d,b} ou a {c,a} et que je vais alors aussi annoncer 1/2, et
vous savez que je sais que vous le savez, etc. A quoi bon alors de se parler 7 »

Etudions donc la question dans un exemple dans lequel les conditions d’Aumann ne sont
pas satisfaites.
Exemple 3 — suite

On se souvient :

e@1 = {{aa b}>{c7€}7{da f?g}}a
{{a}, {b.c,d}. {e. f, 91},
Z = {{a,b,c,dye, f,g}}.

S
Il

Comme avant, soit A = {b, e} 'événement qui intéresse, et b I’état réalisé. Si les individus
calculent chacun la probabilité a posteriori de A = {b,e} en exploitant I'information ob-
tenue grace a leurs partitions d’information individuelles, I'individu 1 attribuera a A une
probabilité a posteriori de 1/2, et 'individu 2 de 1/3. Mais qu’est-ce qui se passe si les
deux se communiquent tour a tour leurs probabilités a posteriori?

Etape 0 : remarquons tout d’abord qu’ici la partition fondue n’a qu’'un seul élément, P =

{Q}; ainsi P(b) = Q, et puis Q; = Qy = Q.

Etape 1 : supposons que c’est l'individu 2 qui commence. L’individu 2 annonce alors a
I'individu 1 : « J’ai trouvé comme probabilité a posteriori de A : 1/3. » L’individu 1 va en
tirer la conclusion que a ne peut pas étre 1’état réalisé. Pourquoi ? Parce-que {a} est la seule
classe de la partition d’information de l'individu 2 qui ne conduit pas a une probabilité
a posteriori de A de 1/3 : si l'individu 2 avait re¢u l'information {a}, la réponse aurait
été 0. Cependant la restriction des états du monde possibles a {b,c¢,d} aussi bien qu’a
{e, f, g} donne 1/3.2 Selon I'hypothése que les partitions d’information des individus sont
de connaissance commune, I’annonce de « 1/3 » par I'individu 2 revient alors a le rendre de
connaissance commune que a ne peut pas étre I'état réalisé. Par conséquent, {a} peut étre
écarté en connaissance commune de I’ensemble des états du monde possibles, et ce qui reste
dans le fond des états du monde possibles qui ne peuvent pas étre exclus en connaissance

commune est : Q(2) = Q(1)\{a} = {b,c,d,e, f, g}

Etape 2 : I'individu 1 peut-elle en déduire quelque chose au dela de ce qu’elle savait déja
grace a sa partition d’information individuelle ? Oui, et ceci sera de conséquence. L’'individu
1 sait déja que I’état réalise est soit a soit b. Si elle apprend maintenant que a ne s’est pas

2. On peut aussi imaginer 'individu 1 raisonner comme suit : je sais que ’état réalisé est soit a, soit
b. Si I'état réalisé était a, I'individu 2 aurait rapporté « 0 ». Si I’état réalisé était b, 'individu 2 aurait
rapporté « 1/3 ». Clest exactement ce qu’il a dit. Donc, je peux écarter a.
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réalisé, elle sait alors que ’état réalisé est b et puis que 1'événement A = {b,e} ne s’est
surement pas réalisé. Plus formellement, I'individu 1 a fait le calcul suivant :

9(2):{b7c7d767f7g}

A Pb) | Pa—1/3 Por—1/3
AT n (@b n({ Fedyu{Trgn _ sie) |
p({a,b} N {b,c.de, f,g}) p({b}) '

En d’autres termes : grace a 'annonce de I'individu 2, I'individu 1 a pu écarter une partie
de Iensemble fondamental €2, en I'occurrence {a} — ce qui est en effet de connaissance
commune entre les deux individus — et refaire alors son calcul de la probabilité a posteriori
de A = {b, e} avec sa partition d’information induite sur ce nouvel ensemble fondamental
Q(2) = Q\{a} = {b,¢,d,e, f,g}. L’'individu 1 annonce alors a 2 : « 1 ». Cette annonce de
I'individu 1, a son tour, revient a le rendre de connaissance commune que ’état réalisé ne
peut ni appartenir a {c,e} ni a {d, f, g} : certainement, puisque connaissant la partition
d’information de l'individu 1 induite par Q(2),

Prae = {{bh{cel {d, f,g}},

la probabilité a posteriori de 1 n’est compatible ni avec {c,e} ni avec {d, f,g}.3 Alors,

Q3) =Q@2)\{c,e.d, f, g} = {b}.

Etape 3 : I'individu 2 sait alors que I’état réalisé est b et que A s’est surement réalisé. Les
partitions d’informations et les annonces successives des individus étant de connaissance
commune, cela est en fait de connaissance commune. Plus formellement 'individu 2 fait le
calcul suivant :

A Pa(b) Q(3)

~ . /=

By ({Bedyn D) _ @ _

pl{b, ¢, d} N {b}] p({b})

Apres seulement deux étapes de cet échange des probabilités actualisées il devient alors
de connaissance commune entre les deux individus que I'état réalisé est b, que I’événement

3. On peut aussi imaginer I'individu 2 raisonner comme suit : je sais que 1’état réalisé est soit b, soit ¢,
soit d.

— Si Pétat réalisé était b, 'individu 1 aurait pensé possible {a,b}. En connaissance de mon annonce
et de ma partition d’information, elle aurait conclu que j’ai regu I'information que 1’état réalisé
appartenait & {b, ¢, d}. (Puisqu’elle sait que ga n’aurait pas pu étre a puisque dans ce cas-1a, j’aurais
annoncé 0.) Elle aurait alors pu exclure a et elle aurait annoncé 1, comme elle 1’a fait d’ailleurs.

— Si P'état réalisé était c, elle aurait pensé possible {c,e} et elle aurait alors pensé que je pensais
possible {b,¢,d} ou {e, f,g}. Dans les deux cas je serais arrivé & 1/3. Mais cette information ne
lui aurait pas permis d’écarter ni ¢ ni e. Donc elle aurait annoncé 1/2.

— Si I’état réalisé était d, elle aurait pensé possible {d, f, g} et, en fait, indépendamment de mon
annonce, elle aurait déja su que A ne s’est stirement pas réalisé et elle aurait alors annoncé 0.

Je sais alors que c’est bien b qui s’est réalisé.
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A = {b, e} s’est alors stirement réalisé et que les deux vont attribuer a A une probabilité a
posteriori de 1.

La trace visible de ce processus de communication indirecte — de ce dialogue bayésien comme
I’'on peut dire — est la suite des probabilités actualisées annoncées aux étapes respectives :

Etape 1: ¢, =1/3
Etape2: ¢ =1
Etape 3: ¢ =1

4.2 Propriétés

4.2.1 Un fondement dynamique du théoreme d’Aumann

On peut montrer qu’un tel processus converge toujours, dans un nombre fini de pas, vers
une situation dans laquelle les probabilités a posteriori des individus sont de connaissance
commune et alors — force du théoréme d’Aumann — identiques (Geanakoplos et Polemar-
chakis 1982). Ce résultat donne un fondement dynamique au résultat d’Aumann. Ainsi
I'étude de Geanakoplos et Polemarchakis (1982) met en évidence : il est possible d’étre
un désaccord, c’est-a-dire, que les probabilités a posteriori ne sont pas de connaissance
commune et alors pas forcement identiques. Mais si les individus se communiquent leurs
probabilités actualisées tour a tour et en tirent les conclusions selon la logique bayésienne,
alors : « On ne peut pas étre en désaccord a toujours » (« We can’t disagree forever »),
comme 'annonce le titre de leur article.

4.2.2 Le « fond de la connaissance commune »

La trace visible du processus de communication indirecte a la Geanakoplos et Polemarchakis
(1982) est la suite des probabilités a posteriori annoncées a chaque étape, tour a tour, par les
deux individus. Or ce qui se passe en arriere-plan, ¢’est qu’a chaque étape, les individus ont
en connaissance commune écarté une partie de 'ensemble des états du monde possibles, au
dela des états qui n’appartiennent pas a la classe de la partition fondue a laquelle appartient
le vrai état. Ce qui reste, a chaque étape, [’ensemble des états du monde possibles dont il
n’est pas devenu de connaissance commune qu’ils ne peuvent pas étre [’état réalisé, ce que
nous notons 2(n), joue le role d’'un nouvel ensemble fondamental. Reprenant un terme que
I'on trouve chez Geanakoplos et Polemarchakis (1982), nous nous référons aussi a Q(n)
comme le fond de la connaissance commune (the fund of common knowledge) & I'étape n.

4. Geanakoplos et Polemarchakis (1982, p. 196) utilisent ce terme — the fund of common knowledge — en
passant pour se référer a ’ensemble des classes de la partition de 'individu 1, respectivement 2, qui restent
compatibles, a I’étape n, avec les annonces faites jusqu’a I’étape n, mais — et ceci reflete la différence entre
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Au niveau des individus, tout se passe comme si a chaque étape ils se trouvaient devant
un nouveau probleme de recherche de la probabilité a posteriori de A avec l’ensemble
fondamental ©(n) et les partitions d’information &; induites par €2(n), ce que nous notons

P an)-
Dans I'exemple 3 :

Q1) =9Q: @1,9(1) ={{a,b},{c,e},{d, f. g}}
f@Z,Q(l) = {{a}a {bv G d}v {ea fvg}} — 42 = %

— {a} écarté en connaissance commune

Q2) = \a} : Prap = {{obl{cer{d fi9}} 2 =1
92,9(2) = { {ba G, d}7 {67 f»g}}

— {c,e} U{d, f,g} écartés en connaissance commune

Q(3) = {b} : P10 = {{a.b} }
Paap) = {1a}.{b.c.d} o =1

A chaque étape, le fond de la connaissance commune €2(n) et les partitions d’information
induites par Q(n), les & oy, ¢ = 1,2, sont de nouveau de connaissance commune —
bien évidemment, puisque ces données ont été construites a partir des données qui sont de
connaissance commune : les partitions d’information et la probabilité a posteriori annoncée
a I’étape précédente.

4.2.3 La communication indirecte se termine toujours avec les
conditions d’Aumann

Dans l'exemple 3, a la fin du processus, les individus arrivent a connaitre le vrai état
du monde qui s’est réalisé (b en l'occurrence). Or, ce n’est pas nécessairement le cas.
Le processus peut s’arréter avec un sous-ensemble de 2 avec plus qu'un état. En effet,
nous avons déja rencontré ce phénomene — dans l'exemple 2. L’exemple 2, certes, a la
propriété particuliere que le processus s’arréte toute suite apres la premiere étape, puisque
sur la classe de la partition fondue a laquelle appartient le vrai état, p(w), les conditions
d’Aumann sont satisfaites. Il est aussi possible que le processus de communication indirecte
élimine effectivement quelques états appartenant 4 P(w) = Q(1) avant qu’il s’arréte avec
un sous-ensemble de P(w) avec plus qu'un état sur lequel les conditions d’Aumann sont
satisfaites. L’exemple 5 le montrera.

Ce qui reste vrai toujours, comme le montre Geanakoplos et Polemarchakis, c¢’est que le
processus s’arréte avec un sous-ensemble de ) sur lequel les conditions d’Aumann sont
satisfaites — sur lequel les probabilités a posteriori des deux individus sont de connaissance

leur maniere de définir le processus et la notre — sans avoir éliminé tout au début tous les états en dehors
de la classe de la partition fondue a laquelle appartient 1’état réalisé.
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commune et alors égales, grace a la connaissance commune de leurs partitions d’informa-
tions induites sur ce sous-ensemble de (2.

4.2.4 La communication indirecte peut diverger de la communi-
cation directe

L’exemple 3 a aussi la propriété particuliere que la probabilité a posteriori de A trouvée a
la fin du processus de communication indirecte a travers la probabilités actualisées est iden-
tique a la probabilité a posteriori de A étant donnée I'information apportée par la partition
croisée, c’est a dire la probabilité a posteriori de A qui aurait résulté de la communication
directe des informations regues selon les partitions d’information individuelles. Ceci n’est
pas pour autant nécessairement le cas. L’exemple 5 le montrera également.

4.2.5 L’ordre joue un role

L’exemple 3 a une troisieme particularité : indépendamment de qui commence le processus,
le processus se termine toujours avec le méme fond de la connaissance commune — le
méme sous-ensemble de 2 dont les individus n’arrivent plus a écarter quoi que ce soit —
et par conséquent a la meéme probabilité a posteriori que les deux individus attribuent
en connaissance commune a I'’événement A. Ceci n’est pour autant pas toujours le cas. Il
se peut qu’en fonction de qui commence le processus, celui-ci se termine avec deux sous-
ensembles de ) différents — sur chacun d’eux, comme il le faut toutefois, les conditions
d’Aumann sont respectées. La, encore une fois, 'exemple 5 en sera une démonstration.

Exemple 5

Soient Q = {a,b,c,d,e, f,q,h,i,j,k}, et p(w) = 1/11 pour tous les événements élémen-
taires,

gzl = {{a,b,c,d,e,f},{g,h,i,j,k}},
@2 = {{a,b,g,h},{c,d,i,j},{e,f,k}},

A ={a,b,i,j,k}, et w* = a. L’exemple est une variante d’un exemple donné par Polemar-
chakis (2016, 12).5 Ici, encore une fois, nous sommes dans le cas ol la partition fondue est
la plus grossiere &2 = {Q}. La classe de la partition fondue contenant le vrai état est alors
Q lui-méme, P(a) = Q, et le processus commence avec (1) = Q.

5. Chez Polemarchakis il apparait avec un ensemble fondamental avec seulement 6 états avec des pro-
babilités a priori différentes. Ici on a tout simplement porté I'exemple de Polemarchakis & un modele avec
une loi de probabilité a priori uniforme sur I’ensemble d’états du mondes possibles.
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Ici, comme le montre Polemarchakis, I'ordre de la communication indirecte joue un role :
— 81 c’est Uindividu 1 qui commence :

A Tétape 1 : Q(1) = {a,b,c,d,e, f,q,h,1i,j, k},
‘@179(1) - {{a7 b7 c, du €, f}7 {g, h, i, j, k}}, et alors :

_ p{abi gk 0{a,be.de f})  p(a,b}) 1

p({a,b, ¢, dse, f}) ~p({abede f}) 3

ce qui implique que {g, h, 1, j, k} peut étre écarté en connaissance commune.

q1

A Tétape 2 : Q(2) = {a,b,c,d, e, [},
92,9(2) = {{CL, b}7 {Cv d}7 {6, f}}a

L~ pennfeb) pab)
p{aty)  p{ab))

ce qui implique que {c,d, e, f} peut étre écarté en connaissance commune.

Y

A Tétape 3 : Q(3) = {a, b}, Z1 q@s) = {{a,b}}, et 'individu 1 annoncera alors aussi :
«1».

Sur ce qui reste, £2(3) = {a, b}, les conditions d’Aumann sont satisfaites — de maniere
triviale puisque les partitions d’information des deux individus induites par {a,b}
sont les mémes :

P1aE) = Ha,b}} = Pr03)-

Dans cet exemple, I’élément de la partition croisée auquel appartient I’état réalisé a
est également {a, b}. La communication directe amenera alors aussi a une probabilité
a posteriori de I’événement A de 1.

— Mauis si c’est lindiwidu 2 qui commence :
A létape 1: Q(1) = {a,b,c.d,e, f,g,h,i,7,k},
t@?,Q(l) - {{a7 b7 g, h’}7 {Cv d7 iaj}? {67 f? k}}7
o plebigbnfaben) _ plab) 1
p({a,b,g,n}) p({a,b,g.h}) 27

ce qui implique que {e, f, k} peut étre écarté en connaissance comme.

A Détape 2 : Q(2) ={a,b,c,d,g,h,i,7},
c@1,9(2) = {{a7 ba ¢, d}7 {ga h7 2.7 j}}a
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o — p{a,b,i,5; N {a,b,c,d})  p{aby) 1
p({a,b,c,d}) p({CL?b’C’d}) 2

Plus rien ne peut étre écarté en connaissance comme.

Ensuite, étant donné Q(3) = {a,b,c,d, g, h,i,j} et P a3 = {{a,b,9,h}, {c,d,i,7}},
I'individu 2, s’il suit le procédé bayésien prescrit par Geanakoplos et Polemarchakis,
ne pourra que répéter « 1/2 » ce qui n’apportera aucune nouvelle a l'individu 1; et
ainsi de suite. Le processus est arrivé a sa fin. Sur les deux partitions d’informations
qui restent,

@1,9(3) = {{CL, b7 C, d}7 {97 h>iaj}}> t@2,9(3) = {{CL, bagah}> {C, d>iaj}}7

par rapport a l'événement A = {a,b,1,j, k}, ou bien ce qui reste de I’événement
A a cette étape, A = {a,b,i,j}, comme il le faut, les conditions d’Aumann sont
satisfaites :

p({a’ b7Z7j}ﬂ {a7b7c7d}> 1 _ p({a7b7i7j} m{a7b797 h})

p({a,b,c,d}) 2 p({a,b,g,h})

L’exemple 5 illustre alors trois propriétés importantes du processus de communication
indirecte :
— le processus ne va pas nécessairement faire connaitre aux individus 1’état exact qui
s’est réalisé,
— n’amene pas nécessairement au meéme résultat que la communication directe, mais
peut s’arréter avant que la classe de la partition croisée auquel appartient le vrai
état soit atteinte (ce qui arréte le processus, on le voit tres bien dans I'exemple 5,
sont les conditions d’Aumann), et
— dépend de l'ordre.

4.2.6 Une annonce publique peut bloquer ou bien débloquer le
processus de la communication indirecte

Exemple 6

Soient Q = {a,b,c,d,e, f}, et p(w) = 1/6 pour tous les événements élémentaires,

‘@1 = {{a,b},{c,d,f},{e}},
@2 = {{aac}’{b>d>6}’{f}}’
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A = {a,d}, et w* = a. Cet exemple est aussi une variante d’'un exemple donné par Po-
lemarchakis (2016).° Ici la partition fondue est également la partition la plus grossiere
P = {Q}. Ainsi P(a) = Q, et puis (1) = Q. Ici la communication indirecte, quel que
soit I'individu qui commence le processus — on le vérifie facilement — va réduire I’ensemble
fondamental a I’état réalisé, {a}, et les deux individus vont alors savoir en connaissance
commune que 1'événement A = {a,d} s’est siirement réalisé.

Suivant Polemarchakis, imaginons cependant qu’avant le début du processus une autorité
annonce publiquement que ni e ni f est le vrai état. Apres cette annonce, on aura un
ensemble fondamental modifié ' = {a, b, c,d}. Etant donné les partitions des individus
induites par ce nouvel ensemble fondamental,

‘@179/ = {{a?b}>{cad}}:
‘@Q,Q’ = {{a,c},{b,d}g

les conditions d’Aumann sont satisfaites : les deux individus arrivent a une probabilité
actualisée de A de 1/2, et ceci est de connaissance commune entre les deux. Mais cela
veut dire qu’a partir de cette situation, méme si les deux individus se communiquent
leurs probabilités actualisées, ils n’arriveront plus a écarter d’autres parties de I’ensemble
fondamental : le processus est bloqué des le début avec ’ensemble fondamental réduit a
V' = {a,b, c,d} et la probabilité actualisée de 1/2 attribuée a A en connaissance commune —
ce qui est, remarquons-le, moins exact que la connaissance commune sur A qu’il pourraient
atteindre par communication indirecte a partir de la situation originelle.

Remarquons également que annonce publique « ni e ni f est le vrai état du monde » porte
sur un fait dont chacun des deuz individus a déja connaissance individuellement, en vertu
de sa partition d’information. En revanche, que tous les deux ont déja connaissance de ce
fait n’est pas de connaissance commune. L’effet de cette annonce publique est justement
de rendre ce fait de connaissance commune. Mais la conséquence est fatale : puisque c’est
justement la connaissance commune de ce fait qui les jette dans cette situation a partir de
laquelle la communication indirecte a travers les probabilités actualisées est impuissante.

Certes, une annonce publique peut aussi avoir 'effet contraire : elle peut débloquer le
processus si celui-ci se trouve bloqué dans une situation Aumannienne. Pour reprendre
I'exemple en haut, imaginons qu’apreés la premiére annonce publique (aprés un certain
laps de temps si on veut) une deuxiéme annonce proclame : « d n’est pas le vrai état
du monde non plus. » Cette annonce, elle aussi, porte sur un fait dont tous les deux ont
déja connaissance individuellement, en vertu de leurs partitions d’information individuelles.
Mais cette fois-ci le fait que ces connaissances sont portées au niveau d’une connaissance
commune va permettre aux individus par la suite de tirer des informations conséquentes
de leurs annonces des probabilités actualisées concernant I’événement A : quel que soit
I'individu qui reprend le processus apres cette deuxieme annonce, il ou elle va dire « 1/2 ».

6. Ici, comme pour ’exemple 5, la seule différence est que nous ’avons porté a un modele d’équiproba-
bilité.
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Cette annonce va permettre a I’autre de conclure que le vrai état du monde est a. Il ou elle
va alors annoncer « 1 », et cette annonce va permettre au premier de conclure, a son tour,
que a est le vrai état du monde, et que A s’est alors surement réalisé.

En résumé : une annonce publique peut aller dans les deux sens : elle peut « arréter » ou
« débloquer » le processus de la communication indirecte ; ce qui « arréte » ou « bloque »
le processus a chaque fois ce sont les conditions Aumanniennes.

4.2.7 La répétition : répéter la méme chose ne veut pas dire que
rien ne soit communiqué

La condition terminale du processus définie par Geanakoplos et Polemarchakis — il est
important de le souligner — n’est pas que les deux individus répetent la probabilité a
posteriori de I'étape précédente, mais qu’ils n’arrivent plus a écarter aucune partie de
Q(n), I'ensemble des états dont il n’est pas de connaissance commune qu’ils ne peuvent
pas étre ’état réalisé. Il se peut qu’il ne se passe rien au niveau des croyances annoncées
pendant un certain nombres d’étapes, c’est-a-dire que les individus répetent ce qu’ils ont
dit précédemment, alors qu’en arriere-plan les individus arrivent quand méme a écarter de
plus en plus d’états dont il est devenu de connaissance commune qu’ils ne peuvent pas étre
I’état réalisé. L'exemple suivant, du a Aumann, le montrera.

Exemple 7

L’exemple suivant est le cas particulier n = 3 d’apres un exemple paramétrique (pour tout
n entier positif) que l'on trouve chez Geanakoplos et Polemarchakis (1982, 197) et que
ceux-ci attribuent & Aumann — ’exemple sur lequel nous sommes tombé dans le chapitre
2.5.5 en prolongeant un exemple donné par Aumann en 1976.

Soient Q = {a,b,c,d,e, f,g,h,i} et p(w) = 1/9 pour tous les événements élémentaires.
Supposons que :

P = {{a,b,c},{d,e,f},{g,h,i}},
92 - {{a,b,c,d},{e,f,g,h},{i}},

A ={a,e,i}, et w* = a.

Supposons que c’est 'individu 1 qui commence le processus de communication indirecte a
travers les probabilités actualisées.

A Détape 1: Q(1) = {a,b,c,d,e, f,g,h,i}, P00y = {{a,b,c},{d,e, f},{g,h,i}},
_ paeinfabe)  pa) 1

o« p({a,b,c}) p({ab,c}) 3
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Rien ne peut étre écarté en connaissance commune.

A 17éta’pe 2: 9(2) = {CL7 ba ¢, da €, fagu hai}7 4@2,9(2) = {{a7b7 ¢, d}7 {67 faga h}7 {Z}}a

G = p({a, €, Z} N {CL, b, c, d}) _ p({a}) _ 1
p({a,b,c,d}) p({a,b,c,d}) 4

Cette annonce de I'individu 2 permet d’écarter {i} en connaissance commune ; puisque {7}
aurait produit I’annonce ¢ = 1.

A 1,étape 3: 9(3) = {a'a ba C, da €, f’g’ h}a l@1,9(3) = {{a7b7 C}) {d,@, f}7 {ga h}}a

_ paeiynfabe) _ pay) 1
p({a.b.c}) p(fa.b.c)) ~ 3

Cette annonce de l'individu 1 permet d’écarter {g, h} en connaissance commune ; puisque
{g, h} aurait produit 'annonce ¢; = 0.

A Détape 4 : Q(4) = {a,b,c,d, e, f}, Paow) = {{a,b,c,d}, {e, f}},

" = p({a.e,ifn{abc,dl)  p({a}) 1
p({a, b, c, d}) p({a, b, c, d}) 4

q1

Cette annonce de l'individu 2 permet d’écarter {e, f} en connaissance commune ; puisque
{e, f} aurait produit 'annonce ¢, = 1/2.

A Détape 5 : Q(5) = {a,b,c,d}, P1qr) = {{a,b,c}, {d}},

P p({a,e,iyn{a,be})  p({a}) 1
p({aab> C}) p({a, b, C}) 3

Cette annonce de I'individu 1 permet d’écarter {d} en connaissance commune ; puisque {d}
aurait produit 'annonce ¢; = 0.

A ljétape 6: 9(6) = {CL, ba C}, gZQ,Q(G) = {{(I, ba C}}>

_ peeitnfobe)  pa) 1

e p({a,6,c}) p({a,b,¢}) 3

A partir de cette étape plus rien ne peut étre écarté. Le processus de communication
indirecte a travers les croyances a trouvé sa fin, son point fixe, si 'on veut. Les deux
individus vont & toujours chacun répéter : « 1/3 ».

Dans cet exemple, la trace visible du processus de communication indirecte, la suite des
probabilités actualisées, est :
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Etape 1: ¢ =1/3
Etape 2: ¢ =1/4
Etape 3: ¢ =1/3
Etape4: ¢ =1/4
Etape 5: ¢ =1/3
Etape 6 : ¢, =1/3
Etape 7: ¢ =1/3
Etape 8 : ¢ =1/3

Pendant cinq périodes il ne se passe « rien » a la surface des choses; les deux individus
répetent chacun ce qu’ils ont dit auparavant, jusqu’a la sixieme étape lorsque 'individu 2
annoncera aussi 1/3, ce qui terminera le processus, ¢’est-a-dire qu’a partir de ce moment-la
ils vont a toujours répéter 1/3 tous les deux.

Dans la forme générale de cet exemple (voir le chapitre 2.5.5), pour chaque n € N fixé,
c’est a I'étape 2n que le processus s’arréte avec la probabilité de 1/n attribuée a A en
connaissance commune.

4.2.8 Dire ce que tout le monde sait déja

L’exemple 7 a une autre propriété intéressante : les choses commencent a bouger avec un
acte de parole (I'annonce de « 1/n+1 » de l'individu 2 a la deuxieme étape) qui revient
a dire quelque chose dont tous les deux ont déja connaissance individuellement : que le
vrai état ne peut pas étre le « dernier » état (i, si n = 3). Chacun des deux individus
le sait déja : bien évidemment, puisque 'individu 1 sait que le vrai état appartient aux n
« premiers » états et 'individu 2 sait que le vrai état appartient aux n+1 « premiers » états.
Or ce qui se passe par I’annonce de l'individu 2 c’est que ce fait devient de connaissance
commune entre les deux individus — ce qui va leur permettre d’écarter d’autres états grace
a 'annonce de 'individu 1 a ’étape suivante, et ainsi de suite. Cette opération se reproduit
en effet a chaque étape jusqu’a I'avant-derniere étape : a chaque étape, sauf la derniere,
les deux individus écartent des états dont tous les deux savaient déja individuellement —
avant l'annonce de l'étape actuelle — qu’ils ne pouvaient pas étre 1'état réalisé. Or, ces
connaissances n’étaient pas de connaissance commune.

C’est le méme phénomene que nous avons rencontré dans I'exemple 6 avec les annonces
publiques : la fonction d'un acte de paroles, ou plus généralement d’'un partage d’informa-
tion, n’est pas seulement de procurer connaissance de certains faits mais d’établir un ordre
supérieur sur les connaissances de ces faits ; ici, plus précisément, la connaissance commune
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de ces faits.

4.3 Une représentation alternative

Les modeles avec deux individus se prétent a une représentation particulierement pratique :
on peut arranger les éléments de la partition croisée sous forme matricielle telle que 1'un
des individus ne peut distinguer que les lignes et ’autre que les colonnes de la matrice,
avec quelques éléments de la matrice éventuellement inoccupés, mais sans laisser une ligne
ou colonne parfaitement inoccupée. ”

Cette représentation est particulierement intuitive si la partition croisée est la partition la
plus fine, c’est-a-dire si tout élément de la partition croisée ne contient qu’un seul état,
comme c’est le cas dans les exemples 2, 4 et 6. Si la partition croisée comporte des classes
contenant plus qu’un état, la seule chose qui change c’est bien celle-la : les éléments de la
matrice représentant les deux partitions sont des sous-ensembles de (2 avec éventuellement
plus qu’un état.

Exemple 1 — représentation alternative

1

2

{a*,b} A{c,d}

1 1 ‘
2 2

Exemple 2 — représentation alternative

N [—=

{ar} {b}
{c} {d}

N =

{e} |0
{r}]0

N[
N[

Exemple 3 — représentation alternative

7. Voir, par exemple, Barbut (1968).
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{a} {b7} 2
{c} A{e} |3
{d} {f.g}]|0

0 5 3

Exemple 4 — représentation alternative

{a} {b} |3
{c} {d}]O
I 0 ‘

2

Exemple 5 — représentation alternative

W=

{a*,b} {c,d} {e, f}
{g;n}y  {ijy  {k}

1 1

ol

2 2 3

Exemple 6 — représentation alternative

{ar}  {b} ;

{ct {d} {f} |3

{e} 0
ror

Exemple 7 — représentation alternative
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{a*,b,c} %
{d}  A{e, [} 3
{g.0} {i} |3

i ;1

Dans les schémas que nous employons : la partition d’information de I'individu 1 est re-
présentée par les lignes, celle de I'individu 2 par les colonnes; les états appartenant a
I’événement A sont marqués en gras; I’état réalisé est marqué par une étoile; les entrées
a droite de la ligne horizontale, respectivement en bas de la ligne verticale, montrent les
probabilités conditionnelles de A sachant que I’état réalisé se trouve dans la ligne, voire la
colonne respective.

Sous cette forme matricielle — cette forme croisée — d’écrire les deux partitions on identifie
facilement les classes de la partition fondue : ce sont les sous-matrices dont les éléments
sont liés par une relation « voisin direct horizontal » ou « voisin direct vertical » et dont les
lignes et colonnes en dehors de la sous-matrice en question restent vides. Dans I'exemple
2

{a*} {b}
{c} {d}

et
{e}
{/}

Dans tous les autres exemples que nous avons vus jusqu’a présent, il se trouve que la
partition fondue est la partition la plus grossiere, {2}, et alors la partition fondue n’a
qu’un seul élément qui est représenté par la matrice toute entiere.

Sous cette forme matricielle, on vérifie rapidement si les conditions d’Aumann sont sa-
tisfaites : on détermine la sous-matrice correspondant a la classe de la partition fondue a
laquelle appartient le vrai état : si pour cette sous-matrice, toutes les probabilités condition-
nelles de A selon les lignes et selon les colonnes sont égales, alors les conditions d’Aumann
sont satisfaites. On le voit clairement dans les exemples 1 et 2.

Le processus de communication indirecte s’analyse aussi facilement : on identifie d’abord
la sous-matrice correspondant a la classe de la partition fondue a laquelle appartient I’état
réalisé et on écarte tout le reste. Ensuite, les annonces des individus vont successivement
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éliminer des lignes, respectivement des colonnes de la matrice, potentiellement plusieurs a
la fois : toutes les lignes, respectivement colonnes, qui ne donnent pas comme probabilité
conditionnelle de A ce que I'individu dont c’est le tour vient d’annoncer. Certainement, les
probabilités de A étant donné la ligne respectivement la colonne peuvent — et en général
vont — changer d’une étape a 'autre.

Exemple 5 — représentation alternative — communication indirecte

Voyons le processus de communication indirecte sous sa forme matricielle dans ’exemple
5.

A létape 1 : Q(1) = P(a) = Q est donné par toute la matrice :

{a*,b} {c,d} {e, f}
{g;n}y  {ijy  {k}

5
2 2 3

W=

ol

Dans cet exemple, on se souvient, le résultat du processus dépend de 1'ordre de commu-
nication. Si c’est Iindividu 1 qui commence et annonce 1/3, a I’étape 2, la matrice sera
donnée par :

1

3

{a*,b} {c,d} {e, f}
1 0 0 |

Puis, apres 'annonce de « 1 » par l'individu 2, a ’étape 3, le processus se terminera avec :

{a*,b} | 1
1

Si, par contre, c’est I'individu 2 qui commence et annonce 1/2, a 'étape 2, la matrice sera
donnée par :

{a*,b} {c,d}
{9,;hy  {Lj}

Pt

2 2

D=

N[

Et le processus s’arréte. On voit clairement que sur la matrice qui reste, les conditions
d’Aumann sont satisfaites.
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4.4 Toute suite de probabilités peut provenir d’un
dialogue bayésien

Polemarchakis (2016) montre un résultat étonnant : n’importe quelle suite de probabilités
41,92, 93,4, - - - ,qn, avec des valeurs strictement entre 0 et 1, peut provenir d’un proces-
sus de communication indirecte a la Geanakoplos et Polemarchakis (1982), d'un dialogue
rationnel, comme dit Polemarchakis. C’est-a-dire : quelle que soit la liste de croyances ac-
tualisées q1, g2, g3, qu, - - - , qn, il existe un ensemble fondamental €2, des partitions 2, et
de Q, un événement A C Q et un w € € tels que si w € €2 se réalise et les individus se
communiquent tour a tour leurs croyances actualisées, alors la trace visible de ce processus

sera ¢i1,42,43,44,...,4N-

Le résultat est remarquable puisqu’en dehors de la condition que les probabilités sont stric-

tement entre 0 et 1, la suite ¢1, g2, q3, ¢4, - . . , gy N’est contrainte par aucune autre condition ;
notamment aucune condition de monotonie, ni sur les éléments de q1, ¢2, ¢3, q4, - - -, qn 1i
sur les éléments des sous-suites ¢, g3, ¢qs, ..., OU ¢a,q4, @6, - - - , S'IMPOSE.

Et ceci a une interprétation forte : juste en écoutant ce que les deux individus se disent —
ou bien en examinant le proces-verbal de leur communication — on ne peut pas dire s’ils
sont engagés dans un dialogue rationnel (dans le sens bayésien) ou pas : il n’y a rien dans la
forme extérieure de ce qu’ils se disent qui nous permettrait de décider si ce qu’ils se disent
est rationnel (dans le sens bayésien) ou pas.

La preuve donnée par Polemarchakis est constructive. Elle se sert de I’écriture matricielle
des deux partitions d’information. L’exemple 8 illustre cette construction.

Exemple 8 — le probleme inverse

Soit la suite de probabilités ¢; = %, Q2 = %, q3 = i, Qs = %, qs = % On cherche un ensemble
fondamental ), deux partitions de 2, un événement A C ) et un état w* € € tels que si
w* se réalise, le processus de communication indirecte a la Geanakopolos et Polemarchakis
laissera comme trace visible la suite des probabilités ci-dessus, sachant qu’a partir de la
sixieme étape les deux individus vont a toujours répéter %

Suivant Polemarchakis, supposons que la partition fondue est la plus grossiere et la partition
croisée la plus fine; c’est-a-dire, tout élément de notre matrice sera occupé par un sous-
ensemble de ) contenant un seul état. En outre nous supposons que tous les états ont a
priori la méme probabilité de se réaliser. A ce moment, nous ne savons pas encore combien
d’états aura {2 ; d’autant moins que nous ne savons pas ce qui sera 1’événement A. Ces deux
éléments se décideront en fonction de notre construction.

En ce qui concerne la représentation — il s’agit 1a de notre construction — les états différents
se distinguent tout simplement par leur emplacement dans la matrice. Un état est représenté
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par le symbole o s’il n’appartient pas a I’événement A, et par e s’il appartient a I’événement
A. Suivant Polemarchakis, nous supposons que 1’état réalisé est celui au croisement de la
premiere ligne et de la premiere colonne.

On commence par la fin. A la fin on veut que les deux individus disent 1/2. Voici une
matrice qui satisfait cette condition :

1 dit : g5 = 1/2
2dit:q=1/2

C’est bien sur — il le faut — une situation Aumannienne. Remarquons que notre construction
n’est pas unique — ce qui ne géne pas puisque nous chercherons a démontrer I'existence et
non 'unicité d’un certain objet. Ensuite, on veut que l'individu 1, a I'avant-derniere étape,
avant que le processus ne trouve sa fin avec les conditions d’Aumann, ait dit 1/4. Comment
peut-on élargir la matrice pour arriver a cette fin? Une possibilité est de rajouter tout
simplement deux états n’appartenant pas & A (deux petits cercles vides) a chaque ligne :
1

1

1dit:g3=1/4

O [ ] ©) O

0 0]

=

| H

I

2
Ensuite, on veut que 'individu 2, a I’étape précédente, ait dit 1/3. Voici une extension de
la matrice qui fournit ce résultat :

1
[ ] [©] (0] (¢] 1
@) [ J @) ) All
2dit: g, =1/3
1
O o ® [ ] 3
I 1 11
3 3 3 3

Et finalement on veut que tout ait commencé avec I'individu 1 qui dit 1/2. Voici une matrice
qui le traduit :

N[

o

[ ]

O

o

[ ]

[ ]
N

1dit:q =1/2

O @) [ ] [ ] ©) [ J

o=

I

3

1 2 3

1
3 3 3 3

wiH

Pour faire le test, il faut remonter le fil de 'argument ; il faut commencer avec la matrice
tout en bas et appliquer ’algorithme de la communication indirecte.
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4.5 La communication a travers les croyances — un
phénomene réel ?

La vie réelle nous présente des situations qui sont assez proches d’un scénario de commu-
nication indirecte a travers les probabilités. Pensons a des débats sur des cas juridiques,
des élections ou des récompenses : quelle est la chance que le suspect soit coupable 7 Quelle
est la chance que tel ou tel candidat va gagner ? Quelle est la chance qu’untel ou untel va
recevoir tel ou tel prix 7 Ou des débats dans des comités de recrutement ou de nomination :
quelle est la chance qu’'un certain candidat va accepter ’attribution d’une place dans une
formation, d’'un poste, ou d’une certaine récompense ?

En général, les participants d’un tel débat ont acces a des sources d’informations différentes,
ce qui se traduit dans le modele considéré par des partitions d’information différentes. Dans
pas mal de ces scénarios, I’hypothese que les partitions d’informations individuelles sont
de connaissance commune parait assez juste. Si vous participez a un comité de sélection,
vous connaissez les compétences de vos collegues et vos collegues connaissent les votres, et
il ne semble pas déraisonnable de supposer que ces faits sont de connaissance commune.

Certes, dans de tels débats, les annonces sur les probabilités attribuées a un certain évé-
nement se font souvent sous une forme verbale plus ou moins approximative. On imagine
tres facilement quelqu’un dire :

« Je crois que K va gagner. »
« Je suis presque stir qu’il est coupable. »
« Je ne pense pas qu’il va venir. »

De tels énoncés sont probablement interprétés, et entendus, dans un sens large qui revient,
si on le traduit dans un modele mathématique, a attribuer des intervalles de probabilité a
I’événement en question. « Je crois que K va gagner », veut probablement dire attribuer
une probabilité de plus de 50% a I’événement que K va gagner. (Plus de 70%, plus de 90% 7
Cela dépend probablement du contexte.) Parfois on retrouve de telles quantifications dans
la forme verbale méme :

« A mon avis, K va gagner, avec 90%. »
« Je suis a 99% sur qu’il est coupable. »
« Je suis a 99% sur qu’il ne va pas venir. »

Nous verrons dans le chapitre suivant qu’un processus de communication indirecte a travers
les probabilités a posteriori exprimées sous forme des inégalités « ¢; > ¢ » aura des
propriétés similaires a celui basé sur les égalités « ¢; = ¢ », comme nous l’avons considéré
jusqu’a présent.

D’autre part, il y a dans la vie réelle des situations dans lesquelles les individus ne se
communiquent pas explicitement les probabilités a posteriori qu’ils attribuent a un certain
événement mais dans lesquelles ils révelent quand méme de I'information sur la probabilité
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qu’ils attribuent a un certain événement — sans le vouloir peut-étre — a travers leurs actes.
Ce sera notre point de départ dans le chapitre suivant.



Chapitre 5

La communication indirecte a travers
les actes

Si un individu est prét a payer 1 euro pour en gagner 2, si un certain candidat remporte
une compétition (sachant qu’il perd l'euro investi si le candidat perd) c’est comme s’il
disait devant tout le monde : « Selon mes informations, la probabilité que ce candidat va
gagner est d’au moins 1/2. » Cette information va éventuellement permettre a un autre
individu d’actualiser sa croyance par rapport aux chances de gagner de ce candidat. Dans
le modele étudié, une telle information va plus précisément permettre a un autre individu,
qui a observé le pari du premier, d’écarter toute partie de I’ensemble fondamental figurant
dans la partition d’information du premier qui conduit & une probabilité que ce candidat
va gagner inférieure a 1/2. Si le deuxiéme individu est ensuite appelé a accepter oui ou non
le méme pari et s’il 'accepte, ceci étant observé par le premier, le premier, de son coté, va
aussi éventuellement pouvoir écarter des parties de I’ensemble fondamental — toute partie
de I'ensemble fondamental figurant dans la partition d’information du deuxiéme (induite
par ce qui reste a cette étape de 'ensemble fondamental du départ) qui conduit & une
probabilité que ce candidat va gagner inférieure a 1/2; et ainsi de suite. Un tel échange
d’information a travers les actes revient alors a un échange d’information sur la probabilité
a posteriori attribuée a un événement sous forme d’une inégalité ¢ > ¢*, comme nous
I’avons évoqué a la fin du chapitre précédent.

Sebenius et Geanakoplos (1983) étudient un tel processus de communication indirecte a
travers un pari entre deux personnes ot ce que I'un gagne est ce que ’autre perd. Ils montre
qu'un tel processus va, dans un nombre fini d’étapes, amener a une situation ou I'un des
deux refusera le pari.

Milgrom et Stocky (1982) étudient un processus similaire dans des marchés.

Exemple 8

Voici un processus de communication a travers un pari — un exemple pour illustrer le proces-

93
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sus étudié par Sebenius et Geanakoplos (1983) : il y a deux individus dont les informations
concernant une certaine expérience et un certain événement A (qui peut se produire lors de
cette expérience) sont données par les partitions d’informations représentées par la matrice
donnée ci-dessous :

{a*’ b’ C7 d} {6’ f7g7 h} {i7j} {k7 17 m? n} %

4
{0,p,q,7“} {s,t,u,v} {U),J?,y,Z} {alab,} 14

3 3 z 4 ‘
8 8 6 6

La partition d’information de I'individu 1 est représentée par les lignes de la matrice ; celle
de l'individu 2, par les colonnes. Tous les états ont la méme probabilité de se produire. Le
pari est le suivant : si I’événement A se réalise, I'individu 1 paie a l'individu 2 un euro; si
A ne se réalise pas, I'individu 2 paie a I'individu 1 un euro. Ainsi 'individu 1 aura intérét
a accepter le pari seulement si la probabilité qu’elle attribue a A est au moins de 1/2; et
I'individu 2 aura intérét a accepter le pari seulement si la probabilité qu’il attribue a A est
au plus de 1/2.

Si on demande d’abord a I'individu 1 si elle veux prendre le pari, elle dira oui (puisqu’elle
attribue a I'événement A une probabilité a posteriori de 10/14). Si tout cela se passe devant
I'individu 2, la réponse de l'individu 1 aura pour effet de réduire I’ensemble fondamental
et les partitions induites sur ce nouvel ensemble fondamental & la matrice suivante :

{a*.b,c,d} {e, f,g,h} {ij} {k,l,m,n}‘ﬁ

2 0 1 1 |

Si ensuite on demande a I'individu 2, il va refuser le pari, puisqu’il attribuera a ’événement
A une probabilité de 3/4. Pourvu que ga se passe devant 'individu 1, il sera ensuite de
connaissance commune entre les deux individus que ’état réalisé ne peut pas se trouver
dans {e, f, g, h} et donc ne peut pas se trouver pas en dehors de ce qui reste de I'ensemble
fondamental & cette étape, {a,b,c,d,i,j,k,I,m,n}, avec les partitions d’informations in-
duites sur cet ensemble comme suit :

{a*,b,c,d} {i,j} {k,1,m,n} ‘ 1%

; 1 L

A la fin du processus, il est de connaissance commune entre les deux individus que I'indi-
vidu 1 attribue a A une probabilité a posteriori de 9/10 et que l'individu 2 attribue a A
une probabilité a posteriori soit de 3/4 soit de 1, ce qui implique, entre autres, qu’il est
de connaissance commune entre les deux que les deux attribuent a A une probabilité a
posteriori d’au moins 3/4.
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5.1 L’ordre joue un role également

La dépendance du processus de I'ordre, on la retrouve aussi dans la communication indirecte
a travers les actes.

Exemple 8 — suite 1

Si on demande d’abord a I'individu 2 s’il veut prendre ce pari, il dira oui (puisqu’il attribue
a I'événement A une probabilité a posteriori de 3/8, ce qui est inférieur a 1/2). Si tout cela
se passe devant l'individu 1, la réponse de l'individu 2 aura 'effet de réduire 1’ensemble
fondamental et les partitions induites par ce nouvel ensemble fondamental a la matrice
suivante :

{a*,b,c,d} {e, f,g,h} {i,j} 10

{07p7Qar} {s,t,u,v} {w7‘r’y72} 12
3 2 ‘

8 6

e [or

Si ensuite on demande — encore une fois devant I'autre — a I'individu 1, ¢’est possible qu’elle
accepte (puisqu’elle attribuera a I’événement A une probabilité a posteriori toujours de
1/2). Imaginons qu’elle accepte. Sa réponse aura l'effet de réduire la matrice & la matrice
suivante :

{a*,b,c,d} {e, f,g,h} {i,j} \ =

: o1

A ce moment, I'individu 2 refusera la pari, et il sera de connaissance commune entre les
deux que I'état réalisé ne peut pas se trouver en dehors de {a, b, ¢, d, i, j} avec les partitions
d’informations induites par ce nouvel ensemble fondamental comme suit :

{a*,b,c,d} {i,j} ‘ ¢

1 L]

A la fin du processus, il sera de connaissance commune entre les deux que l'individu 1
attribue a A une probabilité a posteriori de 5/6 et que l'individu 2 attribue & A une
probabilité a posteriori soit de 3/4 soit de 1, ce qui implique entre autres, qu’il est de
connaissance commune entre les deux qu’ils attribuent les deux a A une probabilité a
posteriori d’au moins 3/4.
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5.2 La communication a travers les actes n’est pas
forcement « moins puissante » que la communi-
cation des probabilités actualisées

L’exemple 8 nous conduit a une autre observation : la communication a travers les actes,
ou bien a travers des annonces portant sur les probabilités actualisées sous forme d’inéga-
lités, n’est pas forcement « moins puissante » que la communication de la valeur exacte
des probabilités actualisées. Il se peut que la communication a travers les actes réduit 1’en-
semble fondamental & un ensemble plus petit que la communication exacte des probabilités
actualisées. Voyons-le plus précisément.

Exemple 8 — suite 2

Si les individus se communiquent tour a tour la valeur exacte de leurs probabilités actua-
lisées concernant ’événement A (selon le processus de communication indirecte défini par
Geanakoplos et Polemarchakis 1982) et si c¢’est individu 2 qui commence et annonce 3/8,
I’ensemble fondamental se réduit d’un coup a :

{a*,b,c,d} {e, f,g,h}

{o,p,q,7} {s,t,u,v}
3

8

|w

o|w

ooy

Sur cet ensemble, les conditions d’Aumann (équation 7) sont satisfaites, et alors le processus
s’arréte apres cette premiere étape.

L’exemple nous montre alors que la communication indirecte a travers les actes selon le
protocole étudié par Sebenius et Geanakoplos (qui revient & une communication indirecte
a travers des annonces portant sur les probabilités actualisées sous forme d’inégalités)
peut conduire a des probabilités actualisées d’'un I’événement A « plus proche » a la vraie
valeur de vérité de I’événement A (qui est soit 1 soit 0) que le processus de la communica-
tion indirecte a travers les probabilités actualisées sous forme d’égalités comme étudié par
Geanakoplos et Polemarchakis.

Comparant les deux processus dans l'exemple 8 (sous le méme ordre) on comprend fa-
cilement la raison pour ce phénomene éventuellement contre-intuitif : ni I'un ni 'autre
processus est monotone, dans le sens qu’éliminer moins d’états a 1’étape n, permets éven-
tuellement d’éliminer plus d’états a 1’étape n + 1. Plus particulierement, éliminer moins
d’états a I'étape n peut éviter une situation Aumannienne a I’étape n + 1 et peut alors
éviter que le processus s’arréte.

Pour étre complet, remarquons que si ¢’est I'individu 1 qui commence le processus de com-
munication indirecte a travers les valeurs exactes des probabilités, les individus arriveront,
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apres deux étapes, a :

{a*,b,c,d} ‘ %

3 ‘ ’

4

ce qui met en évidence, encore une fois, que la communication indirecte a travers les
probabilités actualisées dépend de I'ordre.
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Chapitre 6

Relation avec des théories sur le
langage

6.1 Les énigmes — le phénomene de la connaissance
commune sous forme narrative

Avant Lewis et Aumann, le phénomene de la connaissance commune a d’abord été étudié
sous forme narrative a travers des « énigmes ». La plus connue de ces énigmes est souvent
raconté sous le titre L’énigme des Trois Chapeaux.

L’énigme des Trois Chapeauz est souvent raconté sous une forme qui ressemble a 1'histoire
suivante : la maitresse d'une classe demande a trois éleves de se préter a une expérience.
Elle positionne a la téte de chacune des trois éleves un chapeau sans que 1’éleve en question
puisse voir la couleur de son chapeau. Mais chacune des trois éleves peut voir la couleur du
chapeau des deux autres. Chacun des éleves voit que les deux autres portent un chapeau
rouge. La maitresse explique qu’a priori, il y a des chapeaux rouges et des chapeaux blancs
et elle annonce qu’il y a au mois I'une des trois éleves qui porte un chapeau rouge. Ensuite
elle demande tour a tour aux éleves si elles connaissent la couleur de leur chapeau. La
premiere dit non, la deuxieme dit non. La troisieme dit oui, elle connait la couleur de son
chapeau : rouge. Pourquoi ? La solution de cette énigme s’effectue selon un raisonnement
comme celui qui s’applique dans les dialogues décrits par Geanakopolos et Polemarchakis,
sauf qu’il y a trois et non seulement deux individus. Pour des présentations plus détaillées de
I’énigme des Trois Chapeaur, notamment sa modélisation avec des partitions d’information,
voir Ménager (2006) et Billot (2007).

La mention la plus ancienne de cet exemple, dont nous avons trouvé la référence, se trouve
dans un article de Jaques Lacan (1945) dans une version avec trois prisonniers qui ont cha-
cun un disque, de couleur noir ou blanc, attaché au dos (voir Billot 2007). L’exemple parait
aussi chez Littlewood (1953, 3) dans une version avec trois dames dans un compartiment
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de train qui ont toutes un visage sale. Littlewood, et dans cet aspect sa présentation est
plus générale que celle de Lacan, donne aussi I'extension de ’exemple avec n dames qui ont
toutes un visage sale. La premiere présentation utilisant explicitement un modele d’états
du monde est, d’aprés nos connaissances, due a Fagin, Halpern, Moses et Vardi (1988);
voir aussi Geanakopolos (1992).

6.2 Lacan — la théorie de la psychanalyse

Chez Lacan, I'énigme apparait a une différence pres par rapport a la version avec les
trois chapeaux donnée ci-dessus : il n'y a pas de structure temporelle discrete comme
celle imposée par le fait que la maitresse demande tour a tour aux éleves. Chez Lacan, le
directeur de la prison, au début de l’expérience, annonce aux trois prisonniers que celui
d’entre eux qui connaitra en premier la couleur du disque attaché a son dos sera libéré.
Ceci pose une difficulté supplémentaire : c¢’est la pensée qui doit structurer le temps et
c’est dans cet optique-la que Lacan s’intéresse a ce probleme. Deuxieémement, mais c’est
moins important, chez Lacan ce n’est pas par un acte de parole du directeur de la prison
que les trois prisonniers apprennent qu’il y a au moins I'un d’entre eux qui porte un disque
noir mais par connaissance du fait qu’il y a en tout trois disques noirs et seulement deux
disques blancs.

Chez Littlewood le récit apparait également sans structure temporelle discrete imposée
par les regles du jeu. Chez Littlewood, il n’y a effectivement pas de jeu avec des regles
explicites : tout le dilemme se passe uniquement a l'intérieur de chaque personne, au niveau
du croisement des pensées : chacune des trois dames voit que les deux autres ont un visage
sale et chacune éclate de rire. Mais passé ce moment d’agitation, toutes trois deviennent
d'un seul coup gravement silencieuses : voyant les deux autres éclater de rire, chacune
comprend qu’elle aussi doit avoir le visage sale, puisque, dans le cas contraire, seule 'une
des deux aurait a rire. Ce qui sépare ces deux moments — le moment d’exaltation et le
moment de géne — c’est juste le temps nécessaire pour faire ce raisonnement.

Dans I'énigme des trois chapeaux comme relatée ici avec sa structure temporelle discrete
(que l'on prolonge étroitement a n chapeaux), jusqu’a l’avant-derniere étape, a la surface
des choses, il ne se passe « rien » dans le sens que la méme réponse est répétée :

« non (je ne connais pas la couleur de mon chapeau) »,..., « non », « oui ».
n—1 fois

Sous la forme narrative avec les trois prisonniers donnée par Lacan, respectivement celle
avec les trois dames dans le compartiment de train donnée par Littlewood, cette propriété
n’apparait pas explicitement puisque le temps n’a pas de structure discrete.

Remarquons également que sous la forme narrative avec la structure temporelle discrete, le
processus est déclenché par un acte de paroles publique qui revient a porter au niveau d’une
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connaissance commune un fait dont tout le monde a déja connaissance individuellement :
I’annonce de la maitresse qu’il y a au moins un chapeau rouge. La encore, cette propriété
se perd dans la version narrative donnée par Lacan. Certainement, cette fonction peut-
elle étre facilement rétablie : il suffit de changer I'histoire en sorte que le directeur de la
prison annonce qu’il y a au moins un disque noir (au lieu de montrer auparavant aux trois
prisonniers qu’il y a en tout trois disques noirs et deux disques blancs). Toutefois, cette
petite différence dans I’histoire, on peut spéculer, n’a pas permis a Lacan de remarquer ce
détail intéressant : qu’on a ici un modele formel (purement logique) qui décrit une situation
ou dire une chose que tout le monde sait déja change de maniere significative le dénouement
de I'histoire puisque dire cette chose (la prononcer) la rendra de connaissance commune.

L’étude des dialogues a travers les croyances a peut-étre un potentiel d’interprétation dans
la théorie de la psychanalyse au dela de cette observation. Nous pensons notamment a deux
aspects : (1) la répétition — ici la répétition de la méme probabilité actualisée, attribuée a
un événement, et (2) le résultat de Polemarchakis (2016) portant sur le fait que toute suite
de croyances peut provenir d'un dialogue bayésien.

(1) La répétition : comme nous 'avons déja observé, dans le modele de la communication
indirecte & travers les croyances (Geanakoplos et Polemarchakis 1982), répéter le méme
énoncé, ici la méme valeur de probabilité attribuée a posteriori a un certain événement,
ne veut pas forcément dire que l'individu qui se trouve dans cette répétition — le sujet,
pour le dire dans le langage de la psychanalyse — n’apprenne rien. Il apprend. Il se trouve
juste que ce qu’il apprend ne se manifeste pas dans un changement de la croyance apportée
a I'événement en question, c’est-a-dire la forme « extérieure » a travers laquelle se fait
I’échange de I'information dans le scénario considéré, mais uniquement dans ce qui se passe
dans le fond : la réduction de I'ensemble de tous les états qui ne peuvent pas étre rejetés
en connaissance commune. Ceci montre que la répétition n’est pas forcement en vain. Un
individu qui répete n’est pas forcement irrationnel ; il se peut que c¢’est un individu qui est
toujours en train d’effectuer — non sans progression — un travail de réduction (de clarification
si on veut) qui n’a pas encore trouvé sa fin.

(2) Le résultat de Polemarchakis (2016) portant sur le fait que toute suite de croyances
peut provenir d'un dialogue bayésien généralise en effet ’observation précédente : non
seulement la répétition de la méme croyance, de la méme valeur de probabilité attribuée a
un événement, peut étre rationnelle, mais il n’y a aucune régularité qui s’'impose a la suite
des croyances échangées au cours d'un dialogue bayésien. Ce qui parait éventuellement
incohérent a la surface, par exemple, parce que les probabilités actualisées montent et
descendent, n’est pas forcement irrationnel; il se peut qu’il y ait une parfaite logique
(bayésienne) derriere.



62 CHAPITRE 6. RELATION AVEC DES THEORIES SUR LE LANGAGE

6.3 Le fond de la connaissance commune — le fond
commun

Ce que nous appelons ici le fond de la connaissance commune et notons par 2(n), 'ensemble
des états du monde dont il n’est pas devenu de connaissance commune a l'étape n qu’ils
ne peuvent pas étre I'état réalisé, est a distinguer de ce qui est de connaissance commune
a I’étape n.

Etant donné €2(n) et les partitions d’information induites par 2(n), 21 qm) et Paam),
c’est-a-dire les partitions d’information dont on a enlevé les états qui n’appartiennent pas
a Q(n), on peut bien str déterminer la partition fondue a 1'étape n :

@Q(n) = Z19m) N P2.0m)

Les événements qui sont de connaissance commune a ’état w sont tous les événements A

tels que )
PQ(n) (w) C A,

sachant que pg(n) (w) est la classe de la partition fondue a 1’étape n contenant w.

Dans ce sens-la, Q(n) est véritablement le fond de la connaissance commune : c’est le
fondement, le socle, sur lequel s’édifie, a I’étape n du processus de communication indirecte,
tout ce qui est de connaissance commune a cette étape : a partir duquel tous les événements
dont il est désormais devenu de connaissance commune qu’ils se sont réalisé (toutes les
phrases dont on sait désormais qu’elles sont vraies) peuvent étre construits.

Nous proposons d’identifier Q(n) avec ce que 1'on appelle en linguistique le fond commun
(the common ground) ou aussi [’ensemble de contexte (the context set) : 'ensemble des
états du monde possibles dont tout le monde suppose d’étre le contexte de se qui est
communiqué (voir, par exemple, Stalnaker 2002).

6.4 Existe-t-il toujours une « croyance commune » 7

Faisons la distinction suivante : étant donné une partition d’information & :
— connaissance d'un événement E a 'état w veut dire que la classe de la partition
contenant w est inclus dans £ : P(w) C E;
— une croyance par rapport a un événement FE C () est une probabilité attribuée a
cet événement F a 'état w étant donné l'information apportée par la partition :
p(E | P(w)).
Dans cette terminologie-la, connaissance d’un événement veut tout simplement dire lui
attribuer une probabilité de 1.
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Nous savons déja ce que sont les événements qui sont de connaissance commune dans le
modele d’Aumann : tous les événements sous-ensemble de la classe de la partition fondue
a laquelle appartient le vrai état — tous les E C Q tels que P(w) = P, A P, (w) C E. Mais
qu’est-ce qu'une croyance commune ?

Le théoreme d’Aumann peut étre interprété comme un théoreme d’existence pour une
croyance commune. Il nous dit que si jamais il est de connaissance commune que 'individu
1, apres avoir exploité I'information apportée par sa partition d’information, estime que la
probabilité de E est de ¢; et que l'individu 2, apres avoir exploité I'information apportée
par sa partition d’information, estime que la probabilité de E est de ¢» — en d’autres mots
si leurs croyances a posteriori sont de connaissance commune — alors elles sont égales :
@1 = q¢ = @2. Le théoréme implique (voir I’équation 7) que cette croyance partagée en
connaissance commune est aussi celle apportée par la partition fondue &, A ¥, :

G =G = qorz, =p(E | PL A Py(w)).

Or, indépendamment du fait que les croyances actualisées des individus sont de connais-
sance commune ou pas, on peut toujours calculer la probabilité actualisée apportée par la
partition fondue,

AP NPy = p(E | Py A PQ(W))'

Mais que représente cette probabilité 7 Peut-elle, dans un certain sens, toujours étre inter-
prétée comme la croyance commune des deux individus ?

Une réponse se dessine a partir de la définition du processus de communication indirecte
donnée dans le chapitre 4 : apres que les individus ont recu leurs informations selon leurs
partitions d’information individuelles, pourvu que le fait que c’est ce qui s’est passé est de
connaissance commune, P(w) = Py A Py (w) joue le role d’un nouvel ensemble fondamental
dont il est désormais de connaissance commune entre les deux individus que le vrai état
du monde ne peut pas se trouver en dehors. La probabilité d'un événement A sachant
P(w), P(A| P(w)) joue alors le role d’une nouvelle probabilité a priori de A; une sorte de
probabilité actualisée intermédiaire : la probabilité de A avant que les individus ont pris
en compte les informations individuelles apportées par leurs partitions individuelles qui
vont au dela de ce qui est de connaissance commune entre les deuz grace a la connaissance
commune de leurs partitions d’information individuelles.
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Chapitre 7

Appendice : D’ou viennent les
partitions 7

7.1 Opérateurs de connaissance

Dans l'approche Aumannienne (1976), on peut considérer que le fait qu’un individu i a
connaissance d'un événement E a l'état w, ce qui est la cas si Pj(w) C E, est lui-méme
un événement, ce que 'on peut noter K;F(w). L’opérateur K;, auquel on se réfere alors
comme un opérateur de connaissance, peut étre emboité, donnant des expressions comme,
par exemple, K;K;FE(w), ce qui signifie qu’a I'état w, I'individu j sait que ¢ sait que E s’est
réalisé. Certes, le cadre formel basé sur les partitions d’information, employé par Aumann
(1976), implique certaines propriétés d’un tel opérateur. Inversement, on peut prendre un
tel opérateur de connaissance comme point de départ. Cette approche permet, d’un coté,
de poser la question quels sont les axiomes qu'un tel opérateur doit satisfaire pour qu’il
peut étre représenté par une partition d’information, donnant un fondement axiomatique
de I'approche basée sur les partitions d’information; de I'autre coté, elle permet d’élargir
le modele en retenant des propriétés d’un tel opérateur différentes de celles implicitement
retenues par 'approche basée sur les partitions d’informations (Bacherach 1985 ; voir aussi
Fagin et al. 1995 [1988], Aumann 1999a et Aumann et Heifetz 2002.)

Dans ce livre, je n’emploie pas un tel opérateur de connaissance, puisque 1’étude des dia-
logues — si on reste dans le modele standard d’Aumann — se présente, a mon avis, plus
facilement dans le langage des partition, et je ne cherche pas a explorer ou modifier les
bases épistémiques de ce modele. !

1. Plus sur les opérateurs de connaissance dans des articles en langue francaise se trouve chez Lismont
(1994) et les articles de synthese de Ménager (2006) et Billot (2007).
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7.2 L’approche sémantique versus ’approche syntac-
tique

L’approche prise par Aumann dans « Agreeing to disagree » (1976) de batir un modele des
connaissances des individus — et d’en déduire une notion de la connaissance commune —
basé sur la notion d’un état du monde est sérieusement efficace. Mais cette efficacité vient
a un prix : la notion d’un état du monde devient une sorte de boite noire dans laquelle
disparait tout détail, tout aspect qui peut intéresser dans un état du monde et que les gens
normalement expriment par des mots, des phrases.

Les modeles de connaissance qui s’édifient sur un ensemble d’états du monde possibles sont
souvent qualifiés de sémantique — par contraste a des approches syntactiques, qui prennent
comme point de départs des propositions, des phrases, dont un individu sait quelles sont
vraies et qui étudient ce qu'il s’en suit si on impose certaines regles (logiques) qui doivent
étre respectées entres ces phrases (Hintikka 1962).

Roland Fagin, Joseph Halpern, Yoram Moses et Moshe Vardi (Halpern et Moses 1984,
1985, Fagin, Halpern et Vardi 1985, Fagin et al. 1995 [1988]), Luc Lismont et Philippe
Mogin (1994) se sont intéressés a la question comment les deux approches communiquent.
Dov Samet (1990) montre sous quelles conditions le théoreme d’Aumann (1976) peut étre
retrouvé dans un formalisme syntactique.

Aumann (1999a) lui-méme a étendu ses recherches dans cette voie. Il s’est plus précisément
intéressé a la question a quel dégrée un systeme de regles syntactiques (basé sur des opé-
rateurs logiques) donne un fondement pour l'approche sémantique et il a montré que ceci
est seulement partiellement le cas : pas tous les événements qui peuvent étre retenus dans
un modele basé sur un ensemble d’états du monde possibles (et dans cette approche, un
événement est tout simplement un sous-ensemble de I’ensemble de tous les états du monde
possibles) correspondent & une phrase admissible selon les régles syntactiques.

7.3 Des partitions d’informations engendrées par des
signaux

Chez Aumann (1976), aussi bien que chez les auteurs qui étudient les scénarios de commu-
nication dans la tradition Aumannienne (Geanakoplos et Polemarchakis 1982, Sebenius et
Geanakoplos 1983), les partitions d’information des individus sont tout simplement don-
nées ; elles font partie de ce qui constitue I’état du monde. On peut, toutefois, tenter d’en
donner un fondement, une explication, une histoire si on veut. 2

2. Nous ne parlerons méme pas de la question encore plus profonde : Qu’est-ce qu’un état du monde?
Pour cette discussion voir, par exemple, Aumann (1999a).
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Un signal

Une explication possible est que les individus regoivent un signal. Mathématiquement un
signal peut s’exprimer par une application qui associe a chaque état w € €2 un signal S
appartenant a un ensemble de signaux :

SiiQ . S={S S ST

Pourvu que 'ensemble des signaux .#% est fini, ce que nous supposons, une telle appli-
cation engendre une partition de € : cette partition engendrée par S’ sera la partition
d’information de I'individu i.

Un signal mélangé

Qu’est-ce qui se passe si un tel signal n’est pas pur, c¢’est-a-dire si les individus ne regoivent
pas de maniere sure un signal en fonction de 1’état réalisé, mais si les individus recoivent un
signal selon une certaine loi de probabilité 7 Mathématiquement cela revient a remplacer
I'ensemble de signaux .#* par ’ensemble des lois de probabilité sur 7%, le simplex A(.) :

S: Q= AY), AL)={(s1,82,...,5n):0<s, <1Vnet anzl},

avec l'interprétation que S(w) = s1(w), sa(w), ..., sny(w) représente les probabilités avec
lesquelles le signal relatif sera regu lorsque w se produit.

Dans une approche qui prend comme point de départ le concept d’un état du monde, de
tels signaux peuvent — et devraient — étre inclus dans ce qui constitue un état du monde.
Par conséquent, un état du monde n’est plus simplement w, mais w plus les réalisations
des fonctions de signaux S* et S? des deux individus : (w, s, s*). On aura alors un nouvel
ensemble d’états du monde possibles 2 x .7 x.%. Etant donné les fonctions de signaux S* et
S?% on peut bien siir déterminer la probabilité de chaque événement (w, s', s?) € QxS x 52,
et, certes, les fonctions des signaux des individus S! et S? engendrent des partitions sur ce
nouvel ensemble d’états du monde possible.

En résumé : si les fonctions de signaux S' et S? sont de connaissance commune entre les
deux individus, on retombe dans le modele Aumannien.
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